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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Реальные процессы протекают в пространстве и времени, 
т. е. зависят от нескольких основных атрибутов материи. Они 
определяются также другими ее свойствами (температурой, 
зарядом и т. д.). Величины, характеризующие свойства процес- 
сов, выражаются через различные параметры (переменные со- 
стояния, моменты врёмени и т. д.) и описываются функциями 
нескольких (более одного) аргументов. Анализ функций не- 

скольких переменных связан с такими важными областями 
физики, как теория полей (стационарных и изменяющихся во 
времени) , теория дифференциальных моделей математической 
физики и т. п. Эта часть анализа имеет первостепенное приклад- 
ное значение и лежит в основе анализа функций в абстрактных 
пространствах. 

В конструктивном отношении анализ функций несколь- 
ких переменных значительно сложнее одномерного анализа 
(анализа функций одной переменной), как это показывают 
простейшие примеры. Действительно, типичными в качестве 
множества задания функций одной переменной являются про- 
межутки (отрезки, интервалы, полуинтервалы) , но уже в слу- 
чае функции двух переменных естественные множества зада- 
ния имеют самую разнообразную форму. Понятию производ- 
ной функции одной переменной отвечают такие понятия, как 

частная производная, производная по направлению, градиент 
и т. д. Соответственно усложняются связи между основными 
аналитическими объектами. В смысловом отношении анализ 
функций нескольких переменных богаче, но и значительно 
сложнее одномерного анализа.



Как показывает опыт преподавания анализа функций не- 
скольких переменных, основные методические трудности воз- 

‚никают из-за отсутствия адекватных графических средств по- 
строения графиков функций нескольких переменных. Уже по- 
строение графика функции двух переменных выводит в трех- 
мерное пространство. Физически такие построения осущест- 
вимы, но практика показывает, что использование соответст- 
вующих моделей далеко не равноценно обычным эскизам и 
чертежам. Многообещающе применение дисплеев, но пока при- 
ходится ограничиваться обычными приемами сечений и проек- 
ций. Тот же прием сечений по существу используется и при та- 
булировании функций двух переменных. Возможность приме- 
нения описанных графических приемов при изучении функций 

двух переменных побуждает из чисто методических соображе- 
ний выделить из общего курса анализа раздел, посвященный 
функциям двух аргументов. 

Следует подчеркнуть, что выявление геометрических 
свойств функций двух переменных позволяет с помощью фор- 
мальной экстраполяции, доведенной упражнениями до автома- 

тизма, предугадать общие свойства функций нескольких пе- 
ременных и оперировать ими. 

Данное пособие задумано как продолжение книги А.А.Ле- 
вакова, Н.В.Пыжковой, Л.П.Черенковой ’’Начала анализа в на- 
глядном изложении” (Мн.: Выш. шк., 1982). 

Создание наглядных пособий по анализу вызвано необхо- 

димостью изображать процессы развития с помощью статиче- 
ских средств. В книге использован метод переменного масшта- 
ба, позволяющий воспринимать в динамическом плане один и 
тот же объект, поданный в серии чертежей с разной степенью 

детализации. Этот метод эффективен при введении и осмысли- 
вании основных понятий дифференциального исчисления (при- 
ращение, дифференциал, частные производные). 

Возрастающее значение математики, расширение области 
ее применения придает особую остроту вопросам ’математиче- 
ской технологии”, терминологии и символики. Унификация 
основных определений и обозначений — одно из требований, 
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предъявляемых к математике. Практика показывает, что ис- 
пользование простейших понятий теории множеств и матема- 
тической логики позволяет придать изложению начал анализа 
компактность и четкость. В книге используются термины и 
символы, согласованные с материалом курса математики сред- 
ней школы. 

Авторы благодарят рецензента доктора физико-математи- 
ческих наук профессора Н.М.Матвеева за ценные советы и за- 
мечания, способствовавшие улучшению книги. 

Все замечания и пожелания просим направлять по адресу: 
220048. Минск, проспект Машерова, 11, издательство ”’Вышэй- 
шая школа”. 

“ 

Авторы



СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ 

Логические операции: 
> влечет за собой 
<= вытекает из 

<> равносильно 

Множества: 
М натуральных чисел 

К действительных чисел 

R? числовая плоскость 

R? трехмерное пространство 

| т-мерное евклидово пространство 

{x |Р} множество элементов х, удовлетво- 
ряющих условию Р 

U R (Xo , Yo) круговая окрестность точки (x, , Vo) 

B(M. ,r) шар с центром в точке М, радиусом 

© пустое множество 

Действия над множествами: 

п пересечение 
U объединение 
\ разность 

Промежутки: 

[@; 6] отрезок 
Ja; df интервал



[@; B[ 
]а; Ь] 

полуинтервал, открытый справа 

полуинтервал, открытый слева 

Операции над векторами: 

АВ 
> 

AB 

отрезок с концами А и В 

направленный стрезок с началом А, 
концом В или связанный вектор 
длина отрезка АВ 

вектор 

нулевой вектор 
> 

длина вектора @ 

вектор с коо динатами 4, а, иа, 
ху 

проекция’ вектора b Ha BeKTOp a 

> 

скалярное произведение векторов @ 

ub 
> > 

угол между векторами 4 и Б 

принадлежит 
включается 

для любого 
существует 

множество 
последовательность 
равно по определению 
сумма 
факториал, п! = 1*2°...-п 

частная производная по х



=
 

df 
aM, .M,) 

(x, y) 
(x,y,2) 
(7,9) 
f(x, y) 
Г 

(Г, ф, 2) 

(г, ф, 0) 

частная производная по Y 

точная верхняя грань 

ранг 

постоянная 

целая часть действительного числа а 

мера 

диаметр 

индекс К пробегает натуральные значе- 

ния от 1 дот 

бесконечно малая порядка вышер, 

число сочетаний из И эпементов по А 

приращение функции / 
дифференциал функции / 
расстояние между точками М i М 2 

точка числовой плоскости 

точка трехмерного пространства 

полярные координаты точки плоскости 

значение функции / в точке (х, у) 

график функции / 
цилиндрические координаты точки 

пространства R? 

сферические координаты точки про- 

странства В



1. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ КООРДИНАТЫ 

1.1. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ КООРДИНАТЫ НА ПЛОСКОСТИ 

Криволинейные координаты. Для определения по- 
ложения точки на плоскости В? наряду с декартовой 
системой координат могут быть использованы криво- 
линейные координаты # ‚п, принимающие некоторый 

вполне определенный геометрический смысл. Напри- 

мер, фигура, ограниченная кривыми ху = @*; xy = 2a’: 

у=х; у=2х(х > 0,у> 0), заданными уравнениями 
в декартовых ортогональных координатах (рис. 1.1), 
опишется гораздо удобнее, если ввести координаты & 
и 7 следующим образом: &=ху,1=у/х. Уравнения 
границы в системе координат & ‚ 7 примут вид: # = а?; 
& = 24; п=1; 1=2 (рис. 1.2). 

Задание пары значений (&, 7) однозначно опреде- 
лиг некоторую точку (х, у) плоскости В? и, обратно, 
каждой точке (х, у) плоскости В? будет соответство- 
вать единственная пара значений (# , 1), если соотноше- 
ния & = ф(х, у); ПЕУ(х, у), связывающие криво- 
линейные и декартовы координаты точки, однозначны 
и однозначно разрешимы относительно хиу. 

Кривая, составленная из точек плоскости В? ‚у ко- 

9



Ya 

<
 

лу=24? 

ду: а: 

      =     

  

Puc. 1.2 

  
  

  
  

торых одна из координат сохраняет постоянное значе- 
ние, называется координатной линией. 

Семейства координатных линий приведенной сис- 
темы координат &=с, СЕВ, ип =с, СЕК ‚ т.е. ху= 
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= с; у/х = сна плоскости Оху, даны на рис. 1.3. Сетка 
координатных линий на плоскости Ой является изо- 
бражением сетки прямых &=с и N=C. 

Задача. Выбрав подходящим образом систему ко- 
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Ning) “2 

  

Puc. 1.8 

  

ординат, описать фигуру Д, ограниченную кривыми 
у? =2х; у? =4х; х? =2у; х? =4у (рис. 1.4). 

Решение. Введем координаты &ип, положив 
Е=у?/х; п = х? /у. Уравнения кривых — граница обла- 
сти Р — запишутся в виде: &=2; &=4:;:1=2; пПп= 4 
(рис. 1.5). Координаты любой точки фигуры удовлет- 
воряют неравенствам 2 < & < 4; 2<1<4. Сетка ко- 
ординатных линий х?/у=с, СЕВ, иу?/х =с, СЕВ, на 
плоскости Оху приведена на рис. 1.6. 

{ 

Полярные координаты. Лоложение любой точки М, 
на плоскости В? вполне определяется расстоянием ее 
г, Г> 0, от некоторой заданной точки плоскости О, 
называемой полюсом, и полярным углом y,O<y < 
< 2п, между заданным лучом, исходящим из полюса, 

называемым полярной осью, и радиусом-вектором ОМ, 
(рис. 1.7). 

Полярный угол ф отсчитывается от полярной оси в 
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Рис. 1.9 
Рис. 1.10 

  

положительном направлении. Полюс О имеет первой 
координатой 0, второй координате ф приписывается 
произвольное значение. Координаты 7, ф называются 
полярными координатами точки плоскости. 

Семейство координатных линий Г=с, с? 0, пред- 

ставляет собой семейство окружностей с центром в по- 
люсед (рис.1.8).Уравнения ф=с, 0<с<2п, опишут се 

мейство лучей, исходящих из полюса под углом с к по- 
лярной оси (рис. 1.9). Координатная сетка полярной 
системы координат ортогональна (рис. 1.10) ‚т. е.каса- 
тельные к координатным линиям пересекаются под 
прямым углом. 

Приведем примеры множеств точек плоскости В? , 
заданных неравенствами: 

{(7, $ |7 > 0; 0<y<n/3} — замкнутый угол 
(рис. 1.11), граничные лучи причисляются к замкнуто- 

му углу, 
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Рис. 1.11 

  

  

(7, p)ir20; 1/6 <ф<1|/3 } — открытый угол 
(рис. 1.12), граничные лучи не входят в открытый 

угол, 
{(r, y)ll<r <2; 0<p<2n}- замкнутое коль- 

цо (рис. 1.13); 

(г, Ф|1<хг < 2 ; п<ф<зт|- сектор кольца 
(рис. 1.14). 

Связь между полярными г, фи декартовыми х, 
у координатами точки М задается равенствами х = 
= rcosy;y =rsiny (puc. 1.15). 
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Рис. 1.18 

  

Формулы, выражающие полярные координаты че- 
рез декартовы, имеют вид: 

r= Vx? +y%,cosp=x/Vx? +y?; sing=y//x? ty’. 
Укажем уравнения некоторых линий. 

Окружность радиусом К с центром в точке С, по- 
лярные координаты которой 7,, $, (рис. 1.16), в де- 
картовых координатах описывается уравнением 

(х-— 7, с08 4)? + (у-п ту)? =В?. 
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у: М (к>0)   

(GP+I) 

Puc. 1.2] 

  

В полярных координатах ее уравнение будет 

r — 277, с05(9— $) +7. - В? =0. 

Окружность радиусом К с центром в полюсе О 
(рис. 1.17) имеет полярное уравнение г! = К. 

Окружность с центром в точке (2, 0) радиусом 2 
(рис. 1.18) в полярных координатах имеет уравнение 

r = 4cosy. 

Гипербола у = К/х, К> 0, в полярных координа- 
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Рис. 1.22 

(42-~) _ { (7.9) 

R-Y 
ф 
#:0 

0 = 

Puc. 1.23 

  

тах имеет уравнение 7? 12 = 2% (рис. 1.19). 
Лемниската Бернулли (х? +2)? = 24? (х? — у?) 

(рис. 1.20) в полярных координатах описывается урав- 
нением 7? = 24а? соз2. 

Симметричность графика функции г = / (4$). 

1. Если $) =Л(ф+т) Уфе [0, п , тографик функ- 
umm r =f (~) симметричен относительно полюса 
(рис 1.21). 

17



2. Eom f(y) =f (27 — v) Wye [0, 27[, то график 
функции г =/($) симметричен относительно пря- 

мой, проходящей через полярную ось (рис. 1.22). 

3. Ecnm f(y) =f (9 — vy) Yye [0, 27[, то график 

функцииг = f(y) симметричен относительно прямой, 
перпендикулярной к полярной оси (рис. 1.23). 3ame- 
тим, что угол п — фв этом случае может принимать от- 
рицательные значения. 

ПРИМЕРЫ КРИВЫХ, ЗАДАННЫХ 

ПОЛЯРНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ 

Уравнение г = 2с0$ф есть полярное уравнение 
окружности с центром в точке (1; 0) радиусом 1. В де- 
картовой системе координат уравнение принимает вид 
(x — 1)? +y? =1 (puc. 1.24). 

Уравнениег = 25тф — полярное уравнение окруж- 
ности с центром в точке (0, 1) радиусом 1. В декарто- 
вой системе координат уравнение принимает вид х? + 
+ (vy — 1)? =1 (puc. 1.25). 

Для построения кривой, задаваемой полярным 
уравнением г = созиф, пЕМ , используем графики 
функций у = созх и у = созпх ‚ заданных в декарто- 
вых координатах. Учитывая поведение функции у = 
= созпх при изменении аргумента на промежутке [ 0, 

2n/n] , длина которого равна периоду T = 27/n, получа- 
ем, что функция г = созиф для 0 <ф<2”п[п опишет 
кривую, изображенную на рис. 1.26. Построенный ри- 
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Рис. 1.25 

у 
' Y¥=COSX 

Е 

Е т 7, = сх д I 
2 2 | 2 27% 
И 

у 
y=coshx (n=3} 

    

   
  

    

ВХ YY) 
д ca Iz я 2х salsa] 7 7K чл |9 

Гу 27 пы п 7/2 п 

  

  

  Рис. 1.26 
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Г= с0$4Ф 

+-0 

    
r=cos 59 

Puc. 1.30 

изменяющемся от 0 

состоящая из 

Частные случаи 

— двухлепестковая роза (рис. 1.27); 
— трехлепестковая роза (рис. 1.28); 
— четырехлепестковая роза (рис. 1.29); 
— пятилепестковая роза (рис. 1.30).
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    rs|cos 29! r=|cosZvl     
Puc. 1.31 Puc. 1.32 

  

r=(cossy! 

    F=(COs4yl 

Puc. 1.33 Puc. 1.34 

  

Графики функций, заданных полярными уравнени- 
ями, содержащими знак модуля, приведены на рис. 
1.31—1.34. 

При построении графиков функций, заданных по- 
лярными уравнениями, обращает на себя внимание тот 
факт, что полярные координаты точки при описании 
плоскости могли изменяться в пределах 0 < 7 < + ®, 
0 < ф < 72т. Условимся считать: 

1) если г, ф — полярные координаты точки М ‚, To 
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и 7, ф+ 2Кт, КЕМ, — полярные координаты той же точ- 

ки (рис. 1.35); 
2) если г, ф — полярные координаты точки М, то 

и —7, ф +тп — полярные координаты той же точки (рис. 
1.36); 

3) придавая полярному углу ф отрицательные зна- 
чения, отсчет угла будем вести от полярной оси в от- 
рицательном направлении (по часовой стрелке), как по- 
казано на рис. 1.37. 

В высказанных предположениях график функции 
у = созпфо, п=2К, КЕМ, будет иметь 2п лепестков.Так, 

функция г = с0$2ф опишет кривую, показанную на 
рис. 1.31, а г = с0$4ф — на рис. 1.33. 

Функция г = зтиф, пЕМ, имеет период Т= 2т/п, 
основным промежутком изменения аргумента ф будет 

[0, 2п/п]. Учитывая поведение синуса при изменении 
аргумента на промежутке [0, 2^/"], разделим угол, 

образованный лучами ф=0иф = 2т/". на четыре угла 
лучами y = 1/(2n); ф=п/п; ф= 3т/ (2п).Так как зна- 
чения синуса в случае принадлежности аргумента треть- 
ему и четвертому углам отрицательны, то кривая, опи- 

сываемая уравнением г = зшиф, определена только в 
первом и втором из построенных углов, причем’ воз- 

растает в первом и убывает во втором с ростом ф, при- 
нимая значения от 0 до 1 (рис. 1.38). Построенный ри- 
сунок при0 < ф < 2т повторится п раз. В результа- 
те получится роза”, состоящая из п лепестков. 
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   И=5 п 3$     

Рис. 1.39 Puc. 1.40 

   
Puc. 1.4] Puc. 1.42 

  

Частные случаи 

г = $12ф — двухлепестковая роза (рис. 1.39); 
r=sin3y — трехлепестковая роза (рис. 1.40); 
r=sin4y — четырехлепестковая роза (рис. 1.41); 
r=sin5y — пятилепестковая роза (рис. 1.42). 

Графики функций, полярные уравнения которых 
содержат знак модуля, приведены на рис. 1.43 —1.46. 
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Рассматривая общий случай полярных координат, 
т.е принимая во внимание точки с отрицательными 
координатами, график функции г = этих, п = 2К, КЕМ, 

будет иметь 2п лепестков. Так, график функции г = 
= зт2ф изображен на рис. 1.43, а график функции 
r = sin4y— ua puc. 1.45. 

Графики функций r= Rcosny;r=Rsinny, R> 0, 
представляют собой ”розы”, длина лепестков которых 
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Рис. 1.48 

  

определяется величиной К . Под длиной лепестка пони- 
маем наибольшее отклонение точек кривой от полюса. 

Графики функций 7 = COs $. г = т приведе- 

ны соответственно на рис. 1.47 и 1.48. При построении 
графиков с учетом Т = 4т аргументу ‹ф даются зна- 
чения от 0 до 4т. Правая половина кривой (рис. 1.48), 
выделенная пунктиром, получена при учете точек с от- 
рицательной первой координатой. 
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Кардиоида, приведенная на рис. 1.49, задается по- 

лярным уравнением г = а(созф — 1), а< 0. На рис.1.50 
изображена кардиоида, полярное уравнение которой 
r =a(cosy+ 1),a> 0. 

Улитка Паскаля, уравнение которойт = 2с0$ф —1, 
изображена на рис 1.51. Если не рассматривать точки с 
отрицательной первой координатой, то имеет смысл 
рассматривать значения аргумента ф лишь намножест- 
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ве [0, 319 (= ‚2п [ (рис. 1.52). Обратим внима- 

ние на тот факт. что часть кривой ‚, выделенная пункти- 
ром на рис. 1.51, представляет собой график функции 
r= 2cosyt+ 1 (рис. 1.53). Улитка Паскаля, изображен- 
ная на рис. 1.54, задается уравнением г = 2с0$$+ 3. 

Кривая, задаваемая уравнением г = Аф, >О0, на- 
зывается спиралью Архимеда. Она изображена на рис. 
1.55. Если рассмотреть изменение ф на промежутке [0, 
28



r= neq? x20, arg Ord 
v=0 

    
    

Puc. 1.58 

  

  

  
  

+ ° [, то спираль Архимеда, исходя из полюса О, дела- 
ет бесконечно много витков (рис. 1.56). Иной вид бу- 
дет иметь кривая, определяемая уравнением r = ky 
при изменении ф от —<° до +°° (рис 1.57). Символы 
+oo , — со читаются плюс бесконечность ””. минус бес- 
конечность’”. Эти слова не являются наименованиями 
чисел. Они означают, что |ф| может принимать сколь 
угодно большие значения. 
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Кривая, описываемая функциейг = Ке“% ‚ К> 0, 
а > 0, называется логарифмической спиралью. Меняя ф 
от 0 до + ‚, имеем бесконечно много оборотов около 
полюса, удаляющихся от него. Давая ф отрицательные 
значения, получаем витки спирали, приближающиеся .к 
полюсу (рис. 1.58). 

Гиперболические спирали г= ^^, с>0,и г=а+ ao 
ф 
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+5 ,a > 0, c>0, manpi Ha puc. 1.59. 
На рис. 1.60 изображена кривая, называемая три- 

листником. Она задается уравнением г = 1+с0$3ф + 

+ sin? 3. 
На рис. 1.61—1.63 даны соответственно спираль Га- 

лилея т? = 424? , а= 0; спираль Ферма г? =а?ф, аз 
#0; «eznr*y? =a? ,a#0. 

На рис. 1.64 изображена кривая, уравнение кото- 
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рой г = р . На верхнем рисунке не учтены точки с 

отрицательной координатой. Изменение второй коорди- 
наты задается неравенством 0 < ф < 21. 

На рис. 1.65—1.69 приведены кривые и уравнения, 
их задающие, в декартовых и полярных координатах. 

1.2. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ КООРДИНАТЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 

Цилиндрические координаты. Положение точки в 
пространстве В? задается упорядоченной тройкой чи- 
сел. В частности, это могут быть декартовы координа- 
ты, определяющие расстояние от этой точки до трех вза- 

имно перпендикулярных плоскостей, называемых ко- 
ординатными плоскостями (рис. 1.70). Наиболее упо- 
требляемыми в В? криволинейными координатами яв- 

ляются цилиндрические и сферические координаты. 

В цилиндрической системе координат положение 
точки М в пространстве определяется тройкой чиселр, 
ф, 2 „где р, х — полярные координаты ортогональ- 
ной проекции точки М на плоскость Оху,а 2 - декар- 
това координата точки М (рис. 1.71). 

Семейство координатных поверхностей р = с , 
с > 0, есть семейство круговых цилиндров (рис.1.72), 
дающих название координатной системе. Два других се- 
мейства ф =с, О <с<?2т (рис. 1.73), иг =с, сЕ В (рис. 

1.74), являются соответственно семействами полупло- 
скостей и плоскостей. 

32



 
 

Рис. 1.70 
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Связь между цилиндрическими р,ф,2 и декарто- 
выми координатами х,у,2 точки М определяется 
формулами (рис. 1.75): 

x = pcosy; y=psny; Z=2 

  

ИЛИ 

x? +y? =p?; —~— = cosy ; 
Vxity? 

= sng; Z =2Z. 

Vx? +y? 
На рис. 1.76—1.79 приведены поверхности и их 

уравнения в цилиндрической системе координат. Урав- 
нения этих поверхностей в декартовых координатах со- 
ответственно будут: 

х? + у? =3; х? +у? +22 =4; х+2у+2 — 10=0:; 

x? +y?=pz (p> 0). 

Задача. Перейдя к цилиндрическим координатам, 
описать тело Г , ограниченное поверхностями: 

lz=xty; z=xy; xty=1; x=0; y=0 (puc. 
1.80). 

Уравнения поверхностей в цилиндрических коорди- 
натах имеют вид: 

2 

z = p(cosytsiny) ; = £sin2y; p(cosy+ siny) = 1; 

п 
g=0;9=75. 
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1 т <y<— .0<p< —~ : 
SPS? SP cosy + sing ° 

2
©
 

©
 

sin2y <z < p(cosy+siny). 

2.2 =6 —х? фу; 2=\/х?+у? (рис. 1.81). 
Уравнениями поверхностей в цилиндрических ко- 

ординатах являются: 2 = 6-р?; z=p. 

V {0<y<2n, 0<р<2, р<2<6-р?| 
3.2 =x? +y?; 2=—-2 (рис. 1.82). 
Уравнения поверхностей в цилиндрических коорди- 

натах имеют вид: 27 = р?; z = —2. 

V {0<e<2n; 0 <р< 2: -2<2<р}. 

Сферические координаты. В сферической системе 
координат точка М, декартовы координаты которой х, 
у, 2 ‚ задается тройкой чисел т, ф,д,гдег — pac- 
стояние от точки М до начала координат О; ф — поляр- 
ный угол, определяемый так же, какив —цилиндриче- 

ской системе координат; 9 - угол между лучом ОМ и 
плоскостью Оху (рис. 1.83). 

Семейство координатных поверхностей r=c,c # 

> 0, есть семейство сфер с центром в точке О 
(рис. 1.84). Координатные поверхности ф = с, 0 <с<?2т, 
так же, как и в цилиндрической системе координат, 

представляют собой полуплоскости ‚ проходящие че- 
рез ось О2 (см. рис. 1.73). Семейство 9 =с. — 5 < < 
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<> ‚ представляет собой семейство круговых кону- 
сов’, оси которых совпадают с осью О (рис. 1.85). 0 = 
= 0 определяет плоскость Оху ,ад=т/2 — положи: 
тельную полуось 02. 
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Связь между декартовыми х, у,2 и сферическими 
г, ф, 0 координатами точки М Е В3 определяется, как 

видно из рис. 1.86, следующими формулами: 

x =rcosycosé ; y=rsinycosé ; z = rsin@ 
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ИЛИ 

х 
rP=x? +y?+z?; cosy =———; 

vx? + y? 
siny = wt _. _ x? +y? 

Их? + у с0$0 = ИИ 

x Try Vx? +2 +22 

2   sin? = ; 
М х? +у? +2? 

На рис. 1.87—1.89 приведены поверхности и их 
уравнения в декартовой системе координат. Уравнения 
этих поверхностей в сферических координатах соответ- 
ственно: 

7? (3120 + зп? фсоз? 0) =9; г? (соз? 0 — 45120) =0, 

т.е. 1220 = 1/4; г = sind. 

Сферах? +у? +2? =4 (см. рис. 1.77) в сфериче- 
ской системе координат задается уравнением г = 2. 

Если рассматривать точку М ‚, лежащую на некото- 

рой фиксированной сфере с центром в начале коорди- 
нат, то ее положение на сфере определится заданием ко- 
ординат ф ид .Координатаф, удовлетворяющая не- 
равенству 0 < ф < 21, опишет географическую дол- 
готу точки М, а координата 9, удовлетворяющая не- 

равенству — 5 <6 <> ‚ -— гедграфическую широту 

точки М. Северному полюсу соответствует 9 =1/2, 
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меридиан 

    
  

Рис. 1.90 

  

южному полюсу — 9 = —п/2, 0 =0 — широта экватора. 
Кривые на сфере, соответствующие фиксированному 
значению 9, называются параллелями, а кривые, отве- 
чающие фиксированному значению ф,— меридианами 
(рис. 1.90). 

В качестве сферической координаты д иногда рас- 
сматривают величину угла, образованного радиусом- 
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вектором точки и осью 02,0 < 0 <т (рис. 1591). 
В этом случае географической широтой точки будет 
По ПП _д<п 
2 “2 2 

Формулы, связывающие декартовы и сферические 
координаты точки, примут следующий вид: 

x =rcosy sind; y=rsinysin@ ; z=rcosé.



2. НЕПРЕРЫВНОСТЬ И ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ 

ОТОБРАЖЕНИЙ 

2.1. ТОПОЛОГИЯ ПЛОСКОСТИ 

При рассмотрении функциональных зависимостей 
часто приходится иметь дело с отображениями облас- 
тей Е евклидова пространства В? в В. Точками про- 
странства В? служат упорядоченные совокупности 
двух чисел (х, у). Расстояние между точками М, (х,, 
У, ) ИМ, (х, ‚У,) (рис. 2.1) определяется формулой 

а(м,М,) =У ©, —х,)* + © у, 
Множество Е точек (х, у) плоскости В? называет- 

ся окрестностью точки М, (х, ‚Уз ), если М, является 
внутренней точкой Е, Т. е. М’ входитв Е вместе с не- 
которым кругом В М ;7): B(M,, r)= {(х,у)| (х - 
—Xx,)° +(y- yy)’ <r}.r >0. 

Круг В (М, ‚ г) также является окрестностью точ- 
KU M, 

Наряду с круговыми окрестностями точки можно 
рассматривать прямоугольные или в частном случае 
квадратные окрестности точки М ЕВ? (рис. 2.2). 

43 

 



I; 
  

91 Yo 

#2 X2-Xy 
  

      
  

      
Мо (хо, чо) 

  
4g Xg 40°, x 

B119,E) > F, 
B/l19,€)- 8 

  

Puc. 2.2 

44



Нетрудно увидеть, что если В (М,, Е) — круговая €- 
окрестность точки М, ‚ то существует ее прямоуголь- 
ная окрестность P, ‚ такая, что В (М, Е) 2 P, ‚и, Ha- 

оборот, существует прямоугольная окрестность Р) ‚ Ta- 
кая, что Р, BM, ; €),T.e. P, СВ(М,, Е) СР, .  Рас- 
сматривают окрестности и других конфигураций. 

Точка плоскости В? называется граничной для мно- 

жества РР’. если ее любая окрестность содержит как гоч- 
ки из А, так и точки, не входящие вЁЕ. (Пример: точ- 
каМ, на рис. 2.2. Точка М, — внешняя точка множест- 
Bak ) 

Множество открыто, если оно служит — окрестно- 
стью каждой своей точки. 

Приведем примеры некоторых множеств. 
- Е, = {71-х + 0-У,)? < Е?] — круг 

без границы (окружности) (рис. 2.3). 
2.Е, ={(x, yia- х,)? + (y У» < Е] — круг 

с границей (рис. 2.4). 
3.6, = { (x, y)la<xx<b,c<y <а} — прямоуголь- 

ник без границы (рис. 2.5). 
4. Е, = {@, У) |а<х<Ь, с<у< d}— прямоуголь- 

ник с границей (рис. 2.6). 
5.Е, = { (*, У) 10 <х<1,0<у<1-х} - тре 

угольник ы границы (puc. 2.7) . , 
6. Е. =3(х,У)| |х| <-= , х^ <у< -х* +14 —- 

линза (рис. 2.8). v2 } 
Границы, не принадлежащие множеству, на рисун- 

ках изображаются пунктиром. Множества Ё,, Е,,Е 
Е‹ — открытые. 

5 
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Теорема 1. Объединение совокупности откры- 
тых множеств открыто (рис. 2.9). 

Теорема 2. Пересечение конечного числа от- 
крытых множеств открыто (рис. 2.10). 

Множество Ё точек пространства В? замкнуто, ес- 
ли оно содержит все свои граничные точки (см. множе- 
стваЁ, , Ё 4) . Если из замкнутого множества удалить 
часть граничных точек (например, из множества Ё’, уда- 
лить верхнюю полуокружность), то получим множест- 
во, которое не является ни открытым, ни замкнутым. 

Множество Е замкнуто в том и только в том слу- 
чае, если дополнение этого множества (т.е совокуп- 
ность всех точек В? , которые не входят в Е)открыто. 

Множество Е точек В? называется связным, если 
любые две его точки можно соединить непрерывной 
кривой, все точки которой принадлежат этому множе- 
ству. 

Приведем примеры некоторых множеств. 

1. E = {(x, y) Ir? < @ — a)? + (vy — b)* < R?} (pute. 
2.11). E — связное замкнутое множество. 

2.E ={(x, y) Ixy > 0} (рис. 2.12). Е — несвязное 
открытое множество. 

3. Е = {(х, у) |ху> о} (рис. 2.13). Е — связное зам- 
кнутое множество. 

2 2 2 2 
x y x У 

4. Е ={(х, + —< [Г — > 1а < 

ir a ar a



8 (1, г) 8/M,,%) 

      Е 

iy \ 
Е =fyv Eg 

< Erk NE. 
ВИ, И) С Е  В/М, КЕ — УМЕЕ ИМЕ Е ВИНДЕ IOI ЕЬ, 

BUG Fp B(4,G)CE — УГЕЕ> L=menth fy} 2B(M, NICE 

Puc. 2.9 Puc. 2.10 

a | 

  

  

<a,,b, <5, } (рис. 2.14). Множество Е ‚представля- 
ющее собой объединение множеств Ё, иЁ, ‚ является 
несвязным замкнутым. Например, точки М , u M 
нельзя соединить кривой, не выходя из EL. Множества Е 
иЁ, , взятые отдельно, являются связными подмноже- 
ствами множества Ё. 

5. Е = {(%, У) |х+у<1х>у?} (рис. 2.15). Е - 
связное открытое множество. 
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СВЯЗНОЕ ОТКРЫТОЕ МНОЖЕСТВО НАЗЫВАЕТСЯ 

ОБЛАСТЬЮ. 

Точка (x, , Уз) называется предельной точкой мно- 
жества ЕС В? если в любой ее окрестности содер- 
жатся точки множества Ё, отличные от (х,, Vo ). Tak, 
для множества Ё точек прямоугольника без ° границы 
(рис. 2.16) каждая точка (х, у) ЕЁ является предель- 
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    Рис. 2.17 

  

ной точкой множества, но предельными точками будут 
и точки границы, например точка (х,, у,). Точка (х., 
У.) предельной точкой ЕЁ не будет, хотя можно ука- 
зать такую ее окрестность, что в ней содержатся точки 
из E. 

Множество Е ограничено, если оно содержится в 
некотором круге с центром в начале координат радиу- 
сом А,К > 0 (рис. 2.17). 

Замкнутое ограниченное множество Ё называется 
компактом. 

2.2. ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ И ИХ ГРАФИКИ 

Определение. Функцией, определенной на множе- 
стве ЕСВ? ‚ называется соответствие }, которое каж- 
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(X3,43) (47,4)   
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Oomy anemeHTy (x,y), (x, vy) EGE, oTHOCUT некоторый 
единственный элемент из ЕСВ ‚ обозначаемый Х(х, у) 

(рис. 2.18). 

Множество РЕ называют множеством задания функ- 
ции / ‚совокупность всех элементов Г(х, у), (х,у)ЕЕ,; 
множеством значений функции /.Тот факт, что — 
функция, заданная на ЕСВ? со значениями вРСБВ, 
обозначают следующим образом: Л: Ё +>Р. 

Соответствие / , устанавливаемое между точками 
из Е иР ‚ геометрически можно изобразить в про- 
странстве В? (рис. 2.19). 

Графиком Г. функции / называется множество 
точек пространства ВЗ с координатами (x, y, f (x, y)), 
(x, у) ЕЁ,т. е. Г; = {(х, у, 2) | (х, У) ЕЁ, 2 =Х(х, y)} , 
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Рис. 2.20 
R 

А 

0 Uy Uy VB -_ 

LE eA, ге. УГЕ Е ЦЕ 

Рис. 2.21 

  

Для построения графика Г’, функции двух перемен- 
ных из точки (х, у) Е Е перпендикулярно к плоскости 
Оху отложим отрезок длиной |2| в положительном на- 
правлении оси О2,если 2 > 0, и в отрицательном на- 
правлении, если 2 < 0. Точка пространства В? скоор- 
динатами (х,`у,2) будет точкой графика Г ;. Если Е -— 
связное множество, а / непрерывна, то совокупность то- 
чек (Хх, у,2)Е В? образует некоторую поверхность 

= Гу), ХУЕЕ (рис. 2.20). 

Соответствие, устанавливаемое между элементами 
(х,у,2)Е Е, Е.С R? u элементами множества ЕС В, 
при котором каждому. элементу изЁ, ставится в соот- 
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Рис. 2.22 Рис. 2.23 

  

ветствие один элемент из Е ‚ › Называется функцией 

трех переменных. 

Множество ее определения есть множество точек 
пространства В. Поскольку каждая точка (х,у,2) оп- 
ределяет в пространстве В3 радиус-вектор, то функция 
Г трех переменных может рассматриваться как соот- 
ветствие, устанавливаемое между множеством вектс- 
ров и множеством действительных чисел. Таким об- 
разом, функцию трех переменных можно — рассматри- 
вать как скалярную функцию векторного аргумента 
(рис. 2.21). 

На рис. 2.22—2.24 приведены примеры графиков 
функций двух переменных. 

Понятие функции т переменных. Изложение тео- 
рии функции т переменных удобно проводить, исполь- 
зуя геометрическую терминологию, обобщающую пред- 
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E = iR* {(0,0)} 

Puc. 2.24 
a. 

  

ставление о плоскости и реальном трехмерном про- 
странстве. Множество всех упорядоченных совокупно- 
cTeli (x, .--, X,,), THe x,ER, k= 1,m, называется 
т-мерным координатным пространством В” . Каждая 
упорядоченная совокупность (х,,...х„ ) =М называ- 
ется точкой этого пространства. Координатное про- 
странство В” называется евклидовым — пространст- 
вом, если расстояние между его точками М (х.„..х„ ) и 
М(У, › --‚ Ут ) определяется по формуле а(М , №) = 

  

= У? бк-жу . 

Евклидово 7-мерное пространство является обоб- 

щением понятий евклидовой плоскости и трехмерного 

евклидова пространства. 

Если каждой точке М множества Е евклидова про- 
странства В” ставится в соответствие одно из чисел 
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множества Е, ЕСВ, то говорят, что на Е задана 

функция ГГ: ЕСВ”" > ЕСВ. 

Е- множество определения функции КЕ — мно- 

жество значений функции. 

2.3. НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ 

Предел функции. Рассмотрим функцию /, опреде- 

ленную на множестве Е’точек евклидова пространства 

К’, и точку М, (х, 7), может быть, и не принадле- 

жащую ЕЁ, но являющуюся предельной точкой Ё. Так 

как М, — предельная точка множества Ё', то существу- 

ет последовательность точек М (®), принадлежащих Ё, 

сходящаяся к М, › т. е. М, = Шт М ®) ‚или для We > 
К > = 

> Ор. > 0, такое, что УтеЕМ, т > „> а(м*") , 

М,) < Е (рис. 2.25). 

Определение. Число А называют пределом функ- 

ции Г: Е > В при (х, у) * (ху), что обозначают 

f (x, У) + А при (х, у) > ‚У ),если для любого по- 

ложительного числа Ее существует положительное чис- 

ло 6, такое, что для всех (х, у), 0< (х-х,)*+ (у - 
_ Vp)? < 65? ‚ выполняется неравенство |1 (х,у)- А| 

<е (рис. 2.26). 
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По = ly] 1 ам мо hcg вия Пт 

Рис. 2.25 
2    

   2 А 4-0, 4) А     р 10.49, f о, 40) 

  

М (хо, чо) 

Рис. 2.26 1140.40) 
  

В краткой записи: 

I, y) >A > 

при (х, у) > (%, 5) 

«| УЕ>О 15 >0\(х, у) ЕЕ 
0< (х-х,)* + 9-у)? <5 (ху) —А|<е } 
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  (Хо, Ч ) 

UG, ко, чо} и 7 

x “6, о, Чо] 

(xo, Yo) 2 

    

      
          

  

Размеры 6-окрестности точки М, (х,,У,) сущест- 
венно зависят от величины © (рис. 2.27 

Пределом функции /(х, у) =х? +у? +1 при (х, 
У) -> (0,0) является число 1. Если взять Е = 1, то 6 < 
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A=15 
Ect 

15 Ex xeey2 II FE 

‚1) 
10? 

45. (5°) 

Puc. 2.29 

  

< 1. При Ее = 0,5 величина 6 не должна быть больше 
1/2 ‚а если Е= 1/4, то 5 < 0,5 (рис. 2.28). 

Пределом функции / (х, у) =х? +у? +1 (в точке 
(0,5; 0,5) является число А = 3/2. Если взять Е < 0,5, 
то в качестве б-окрестности точки (0,5; 0,5) будет 
круг с центром в этой точке ‚ расположенный в кольце 
1,5 < х’ +у? +1< 1,5 +е (рис. 2.29). 'Если взять 
Е> 0,5, то размеры 6 должны быть такие, чтобы 0- 
окрестность располагалась внутри круга х? +у? < Е?, 
К > 1 (рис. 2.30). 

Критерий существования предела 
функции (критерий Гейне). Для существо- 
вания предела]: Е > В при (х,у) > &,,у,) необ- 
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ходимо и достаточно, чтобы для любой последователь- 

ности точек ((х„,У„)), и, УЕ Е! { (к, )} , схо- 
дящейся к (хо, У), соответствующая последователь- 
ность (Г (x, , у„)) сходилась к одному и тому же пре- 
deny AER (puc. 2.31). 

Удобно в качестве последовательности ((х„, у,)), 
сходящейся к (Xp ‚ Уз), поочередно брать последова- 
тельности с одной закрепленной координатой (рис.2.32). 
При вычислении предела функции это приводит к так 
называемым повторным пределам. Например, зная, 
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ху 
что предел функции / (х, у) = `——— при (ху) > 1+2 92 

-> (0,0) существует, вычислим оба повторных предела: 

ху 

  

lim (lim ——) = lim 0 = 0; 
x>o yroltxy x0 

ху 
lim (lim 53) = lim 0 = 0. 
yoo x70 1+x'y y0 

При существовании двойного предела Нт(х,у ) 
хх 

YY 9 
и одинарных пределов Шт Г(х, у), ит Г(х, у) повтор- 

х>х 0 yoy 0 

ные пределы существуют и равны двойному, т. е. пре- 

делу функции. Из критерия Гейне следует, что если по- 
вторные пределы различны, то не существует предела 
функции. Например, 

2 2 2 2 

* y =1: lim lim -- 7 =-1. 
yroxro X ty 

    

x70 y=o * ty 

x’ — y? 
Следовательно, т —-  _ Не существует. 

x70 x ty 
yo 
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Мо= (мо, чо] 

Nota (x,y)                   

P= Aftta.My atm a-ra}*ly-¥o)?     

х
]
 

Рис. 2.33 
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Непрерывность функции. В пространстве В?  рас- 
смотрим область Р и точку МЕР (рис. 2.33). 
Функция Г: О -> В непрерывна в точке М_, если 
lim ХМ) = ГС Ш М) = Л(М,) ‚, что равносильно: 

М->М М- 
0 0 

Ve>0 15>0 УМЕБФ, а(М,М,) <5 = 

Если М, (х,, Уз ) — предельная точка Р-множества 
определения функции] ‚но не является его внутрен- 
ней точкой, то непрерывность / в точкеМ, вдоль О 
означает, что 

lim f(M) = Г(М,). 
M->M 
MepD ° 

Точки множества. в которых функция / не облада- 
ет непрерывностью, называются точками разрыва функ- 
ЦИИ. 

Непрерывность функции по одной переменной. 
Функция Г(х, у) непрерывна в точке М, (x,, у.) по 0д- 
ной из переменных, например х, если \е>0 165>0, 
Taxoe, uro W(x, tAx,y,)ED |Ax| <d> If(x, + 
+ Ax, Vo) Ло, Уз) | <е, те lim IX, + Ax, Y= 

Ax-0 
= Л, Уз) (ис. 2.34). 
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Например, функция 

2ху 5 
=, x? +y? #0; х2 +2 У 

x, = Г( У) 0, х? +у? = 0 

непрерывна в точке (0, 0) по каждой из переменных: 

Г(0,у) = 0 приу=*0, — lim f(0, y) = f (0, 0); 
yo 

f(x,0) = 0 npnx#0, ~~ limf(x, 0) =f (0, 0), 
х>0 

но не является непрерывной функцией в точке (0,0), 
так как Шт (х, у) = 0. Действительно,если положить 

x70 

м 77° 2kx? 2k 
y = ‚ ТО lim — 

х—0 Хх? +42 х2 1+2 
  зависит от выбора 

К. Если к точке (0, у) стремиться, например, по бис- 
сектрисе (& = 1), то в пределе будем иметь единицу, а 
не нуль, как при стремлении по координатной оси. 

Арифметические операции над не- 
прерывными функциями. Пусть Г: ОСв?-> 
> Ru g:DCR’> R непрерывны в точкеМ, где 
М, ЕР, тогда : 

а (М) +В (М) непрерывна в М, при любых а, ВЕ К; 
Г(М)-; (М) —непрерывнав М о} 
(М) :8 (М) — непрерывна в М, npug (M,) #0. 
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Теорема о локальной ограничен- 
ности. Если Г. ОСВ? -В и Гнепрерывна в точке 
М, ер, то существует д-окрестность точки М, ‚и; (М, ), 
что на и; (М) ПР функция Г ограничена. 

Теорема о стабилизации знака. Ec- 
ли f: DCR? К непрерывна в точке М,, М. ЕР, при- 
чем /(М,) 70, то существует 6-окрестность точки М, 
и; (М,), такая, что для всех точек М, МЕ и, (М, ) AD , 
значение Г(М) имеет знак, совпадающий со знаком 

(М). 

2.4. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ФУНКЦИИ 

Частные приращения функции двух переменных. 
Рассмотрим функцию /] , заданную на множестве.ОСВ2. 
М, (х, ‚Уь) — внутренняя точка множества О.  Возь- 
мем точки М, + AM, ,M,+ AM, , М, +АМ, принадле- 

жащие О (рис. 2.35). 
Частным приращением функции Г по х называется 

разность /(М, +АМ,) —Л(М,) =Л(% +Ах, у) - 
— ЛО ‚ У). Разность 1 (х, ‚У, +Ду) -Л(%, У ) 
частное приращение функции 7 по у (рис. 2.36). 

Частные производные функции. Пусть /: О -> В и 
М, — внутренняя точка Р . Фиксируя переменную у,у= 
= У, › получаем функцию одной переменной х:/(х, у’). 
Производная этой функции в точке х,, если она суще- 
ствует, называется частной производной по х функции 

3 Зак. 5346 65



“h у 
  

10 *а M; 

  

  

  

    
        

  

  

  

_ | foram 
0 xk @ xX 

То = (ха, Чо] Mo =(Xq. Yo) so 
Та +а М =/Ко +4 х, 40] Мата Ме (хо, 004) x2 say? 

Mo? (40, Yo) 

Puc. 2.35 Mg +ai=(X9*4X, Ygt4y) 

of (M,) 
Г(х, у) в точке (ху ‚ Узи обозначается Ox ИЛИ 

Л. (М) - 
Из определения производной функции f (x, Yo) B 

  

  

точкех, следует, что 

(м) + Ах, у) Г.) 
= Ш 

дх Ах-»0 Ax 

Аналогично определяется частная производная по 

› функции /(х,) в точке (х, ‚У: 
of (M,) ; Го Vo + Ay) —f(%,, Vo) 

——- = lim 
ду Ayo Ay 
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С геометрической точки зрения частные производ- 
ные функции / (х, у) в точке М, (х.,У,) (рис. 2.37) 
представляют собой угловые коэффициенты касатель- 
ных к кривым, получаемым в пересечении поверхно- 
сти 2 =/(х, у) плоскостямиу =у, их=х,, в точке 

(Xx, Vo Л (0% ‚Уь)) ‚ Т.е. 

2. (М) = ва; Л(М,) = 488. 

Отметим, что частная производная функции не 
скольких переменных представляет. собой обыкновен- 
ную производную функции одной переменной при фик- 
сированных значениях остальных переменных. При на- 
хождении частных производных используются правила 
вычисления производных функции одной переменной. 

Частная производная в граничной точке. Частная 
производная функции /: ДСК? > В определяется в 
точке М, (х, ‚, У,) ‚ являющейся внутренней точкой 
множества Д — множества определения функции /. 
Если точка М, (х, ,‚У,) — граничная точка), то част- 
ные производные функции { в этой точке определяют- 
ся как пределы (рис. 2.38): 

Х. (%, У) = Шт Л, (х, У); 
XX 

0 

Fy (Xp Vo) = Шт Л (%,У). 
7-70 

0? 

Но не для всякой граничной точки множества Д это оп- 
ределение пригодно. Например, если О имеет вид, изо- 
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браженный на рис. 2.39, то в граничной точке М, (х,,У’) 
нельзя определить ни одной из частных производных 
Л, (х, Уз) и Л, (х, ‚ У). Но возможны равенства /, (х, , 

. . t 7) = lim R(x); L(x) .Y_) = lim (x,y) при 
x Xo x Хо 

7% 7>Уо 

(х, У) ЕЕ ‚где Г - некоторая кривая из О. 
Полное приращение функции. Пусть точка М, (х, , 

Уз) есть внутренняя точка множества р— множества 
задания функции f . 

Полным приращением функции ] в точке М, ,со- 
ответствующим приращениям аргументов Дх и Ду 
(рис. 2.40), называется разность 

9% +Дх, У +Ду) —Л(хь, Уь) = 

=f (M, +AM) ~f(M,) =AF(M,) , 
где точка М, +ДМ принадлежит). 
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    Аормаль 

  

        
Мо = (Хо, Yo ] 

Mya MN=(Xq ax, 40 *44] 

Puc. 2.40 Puc. 2.41 

  

Если для Г существуют вМ, частные производ- 
ные, то, используя теорему о конечных приращениях 
(теорему Лагранжа) для функции одной переменной, 
полное приращение функции можно записать в виде 

АУ (М,) = ((х + Ах, у, +Ау) — (к, + Ах, ,))+ 
+ +Ах. уз) —F(Xq Yo) =Л, (ж +Ах, у, + 

+6, Ay) Ay +f (х, +0, Ах, у) Ах, 

где 0<9, < 1, 0<@, < 1. 
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Дифференциал функции. Функция /: р>в,ОСв* 
называется дифференцируемой вточке М, (х., У ЕР, 
если ее полное прирашение Af (x, ‚ у, ) представимо 
в виде 

ДЛ (х, ‚ У) =АДх+ВДу+о (р), 

где А, ВЕВ , р = \/ Ах? +Ду?. 

T eopema 1. Ecnu f дифференцируема в М,, 

существуют Г. (М) и Г (М, ) ‚ равные соответственно 

А ив, те АМ, = ГМ) Ах +1 (М, ) у +0 (р). 
Теорема 2. Если / имеет в м, непрерывные 

частные производные, то она дифференцируема в М, 

Выражение /. (М) Дх + Х, (М. ) Ду = df (M,) Hasbr- 
вается полным дифференциалом функции Тв точкеМ 0 
или дифференциалом функции и обозначается df(M, ). 
Для дифференцируемости функции] в точке М, `необ- 
ходимо наличие в этой точке обеих частных производ- 
ных, т. е. двух касательных к Линиям пересечения по- 
верхности 2 =Г(х, у) с плоскостямих =х, иу=у, в 
точке Р, (рис. 2. 41).Вместе с тем для дифференциру- 
емости 7 в точке М, достаточна непрерывность ука- 
занных частных производных. В последнем случае мож- 
но построить касательную плоскость к поверхности 
2 = Л(х, у) в точке Р, . Очевидно, что в этой плоско- 
сти лежат и касательные прямые к сечениям. 

Уравнение касательной плоскости к поверхности 
z =f, y) B TouKe P, (x, У ‚Су, Уь)) имеет вид 
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4.7/0, 4 ‹0 
; Gy f{Mp} >0, t9 B70 

Of/MNg)>0 

  

     

  

   

df (Mtg)=Qy f(Ma)*Ay FM) 
(40, 4,5>0, ау #70) 
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2=2% (5-1) (4-1)? 

  

  

        | 

xh
 

/~
 
\~
 

<
 

›^10*4М 

Рис. 2.43 

  

Z~ 2, =f. (My) (х — хо) +, (о, У) Wp) > 

где 2, = /(%,,У,); (%Х, У, ‚20) — Точка касе 

ния; (х,у,2) — текущая точка касательной плоско- 
сти Р. Учитывая, что выражение /. (ху, Уз) Axtf, (x, , 
Уз) Ау определяет дифференциал функции, имеем 2- 
— 25 = 4/(М,) ‚т.е. дифференциал функции в точ: 
ке М, (х,, У.) численно равен приращению апплика- 
ты (третьей координаты точки пространства В? декар- 
товой системы координат) точки касательной плоско- 
сти при переходе от точки М, к точке М, + АМ (рис.2.42). 

На рис. 2.43 рассматривается функция 2 =(х-—1)* + 
+ (1)? +2. Очевидно, что 4/(1,1) =0, так как ка- 
сательная плоскость к поверхности в точке Ру (11,2) па- 
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раллельна плоскости Оху. 
Производная сложной функции. В предположении 

дифференцируемости рассматриваемых в этом пункте 
функций и возможности составления композиций из 
них справедливы следующие равенства: 

а 2 2 а 
7 = 2 oS а › если 2 =1 65) И 

х = x(t), y= y(t); 

dz 02 02 dx , oz dy + если z = f (x,y, 2) dt ot Ox dt oy dt * ye =x(t),y =v): 

|2 02 дх , OZ Oy 
ou ox ou oy ou’? 2 = (%, У) и 

х =х(и, о); у=у(и, 5). 

Oz _ OZ Ox , OZ Oy. 
Ov Ox Ov Oy Ov   \ 
Инвариантность формы дифференциала. Для функ- 

ции / двух независимых переменных х,у дифферен- 
циал в точке (х, у) определяется через частные произ- 
водные 

аГ(х, у) = 1, (х, у) ах + 1, (ху) 4», 
где Ах: = ах, Ду: = Ау -— приращения аргументов. 

Если рассматривается функция / переменных х, у, 
причем эти переменные в свою очередь являются функ- 
циями переменной /[ так, что возможна их композиция 
с Г, то 
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df (x, y) = df (x(t), ¥()) =f &M, v(t) at = 

= 0, (у. х' (+ у) O))dt =f y) axt 
+1, (ху) 4, 

re dx = x'(t)dt; dy=y (t)dt. 
Свойство дифференциала 4] (х, у) сохранять свою 

форму независимо от того, будут ли переменные х, у, 
от которых зависит функция Г, независимыми или 
зависимыми, называется инвариантностью формы диф- 
ференциала. 

2.5. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ 

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

Частные производные высших порядков. Пусть 

функция /: ДС В? -> В в окрестности Ё' точки М име- 

ет частные производные Г. uf у ‚ которые в свою оче- 

редь являются функциями двух переменных. Если они 

обладают в точке М частными производными, то эти 

производные называются производными второго по- 

рядка функции]. 

По аналогии с частными производными второго 

порядка вводятся производные третьего и всех после- 

дующих порядков: 
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Частные производные также можно обозначать сле- 
дующим образом: 

Г — o’f — D f . Г’ — 02; — р? f 

x2 Ox? х2 ° xy Ox oy ху* ° 

? 7 

Производные fey и ox называют смешанными 
производными второго порядка. 

Теорема о смешанных производ- 
7 ’ 

ных. Если смешанные производные К. у и Хх в7оро- 

го порядка функции f (x, y) непрерывны в точке М, то 
они в этой точке совпадают: ["_ (М) = Г”. (М) 

"oxy yx | 

Следствие. Если все частные производные порядка 

п функции двух переменных непрерывны в точке М, 

то величина каждой частной производной в этой точке 

зависит только от общего числа дифференцирований 

похипоу, т.е. равна частной производной вида 
дп 

ax* oy" * 

но К. 
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Дифференциалы высших порядков. Дифференциал 
функции / называют также дифференциалом первого 
порядка и обозначают &4'{. Дифференциалом п-го по-‘ 
рядка функции / называют дифференциал от диффе- 
ренциала (п —1)-го порядка: 

@ т = а(а"-1у) 

при условии существования 4" `'Г и дифференцируемо- 
сти его. 

Если функция / дважды дифференцируема в неко- 

торой точке, то в этой точке существуют все ее частные 
производные второго порядка и 

ff = aap) = =f ax +2L ne dys 

927 9 + —— +— дудх Ax Ay ay? Ay 

roe Ax: =ax, Ay:=dy. 

Если функция двух переменных / непрерывно диф- 
ференцируема п раз в точке МЕД ‚то 4”Х представляет 

of 
сумму слагаемых вида oxtoy и с коэффициентами 

М n i а” 

Cn = И @-2!› EH С ox'oy”—? 

Дифференциалы порядка выше первого не облада- 
ют инвариантностью формы. Покажем это для диффе- 
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ренциала второго порядка. Если х, у — независимые пе- 
ременные, являющиеся аргументами функции 2 =/(х,у), 
имеющей непрерывные производные второго порядка 
в области ее определения, то 

2 2 2 
2—9 ду? +222 aay + OS ap 

ox? Ox oy ду? 

Ecnu z = f (x, y) 4 byHKuMK xX = x(t), y = y(t) Tako- 
вы, что возможна их композиция с] , то второй диффе- 
ренциал 4?2 при условии его существования вычисля- 
ется по формуле 

2 2 2 
да ат 42-97 ay + Lay? + 

Ox? Ox Oy ду 

Of 2 ЭТ 12 + — + — 
ox 2 * oy 2 

где d*x =x" (t)dt?; d*y=y"(t)dr .



3. ГЛОБАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 

3.1. НЕПРЕРЫВНЫЕ НА МНОЖЕСТВЕ ФУНКЦИИ 

Функция ] ‚, определенная на множестве С ‚, являю- 

щемся областью или объединением областей, называет- 

ся непрерывной на этом множестве, если она непрерыв- 

на в каждой точке С (рис. 3.1). 

    

Например, функция 2 = непрерывна на 1+2 + у2 

плоскости Оху (рис. 3.2) ‚а функция 2 = Ш\/х? +у2 
(рис. 3.3) непрерывна на Оху ‚ за исключением точки 
(0,0). 

Функция / ‚ определенная на замкнутом множест- 
ве, называется непрерывной на этом множестве, если 
она непрерывна вдоль указанного множества во всех 
его точках. 

О структуре множества значений непрерывной 
функции говорят следующие теоремы. 

Теорема Вейерштрасса (теорема об экс- 
тремальных значениях). Функция, непрерывная на ком- 
пакте, ограничена и достигает своих точных верхней и 
нижней границ (рис. 3.4). 
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Рис. 3.1 

  

Заметим, что все условия теоремы — Вейерштрасса 
являются существенными, т. е. если какое-либо из ус- 
ловий опустить, не изменяя остальных, то теорема пе- 
рестает быть справедливой. Например, функция /(х,у)= 

= — (puc. 3.5) , непрерывная во всех точках 3aM- 
x+y 

кнутого круга К’: х? + у? <Е?, за исключением точ- 
ки (0, 0) ‚ не ограничена сверху на этом множестве. Ка- 
кое бы значение 2 = сни взять, всегда найдется точка 
М*, МЕК, что Г(М* > с. 

Функция, непрерывная на открытом множестве, мо- 
жет не достигать наибольшего и наименьшего значений. 
Например, функция 2 = 4 (x? + y*) HenpepbiBHa B OT- 

KpbITOM Kpyre K : x? + y? <1 (puc. 3.5). Tounaa Bepx- 
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2= (14х22 й 

  
  

  

       
WINE GSCI) SS (AIS $(P1) 

Puc. 3.4 

  

няя граница множества ее значений равна 4/3. Ни в од- 
ной точке круга не выполняется равенство / (М) = 4/3. 

Теорема Вейерштрасса дает достаточные условия 
существования экстремальных значений функции на 
замкнутом связанном множестве. Однако эти условия 
не являются необходимыми. Например, функция 2 = 

2х 
= и непрерывна всюду на множестве 0 <х < 1, 

x" ty 
О<у < 1 (рис. 3.6) ‚ за исключением точки (0, 0), при- 
чем доопределить в этой точке функцию таким обра- 
зом, чтобы она стала непрерывной, нельзя, так как 

, 2х , 2kx? 2k 
lim 2 — = lim 2 2 — 2 

х>о Х У х>-о Хх (1+) 1+^ 
у = Ах 

  

81



и 

flA*)>¢ - 

    \ 
  

          №
 о 

    

  

    
     

x 

Puc. 3.5 

Y | 

yf) Ух 
M3 Mo(1,1) 

4-7 
v4 

7 
\ 

MO)X 0 
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Однако на этом множестве функция ограничена: 0 < 
< f(M) < Ти достигает своих наибольшего и наимень- 
шего значений: f (1,1) = 1; f(1, 0) =0. 

Теорема о промежуточном значе- 
нии. Если функция Г непрерывна на связном множе- 
стве С пространства В? и принимает на этом множе- 
стве значения АиВ, А, ВЕБ, то она принимает и все 
промежуточные значения, т.е. для любого СА<ЗС< 

< В, найдется хотя бы одна точка М* М*Е С, что 
f(M*) =C (puc. 3.7). 

Заметим, что точка М* может быть не единствен- 
ной. Для любой точки МЕГ (рис. 3.7) выполняется 
условие f(M) = С. 
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Следствие. Множеством значений функции, непре- 

рывной на связном замкнутом ограниченном множест- 

ве, служит отрезок. 

Определение. Функция / называется равномерно 
непрерывной на ССВ? ‚если Ме>0 165> 0, что 
УМ, ‚М, ЕС 

a(M,,M,) <6 > If M,) —f@,)| <e 

Теорема о равномерной непрерыв- 
ности. Если / непрерывна на компакте, то она рав- 
номерно непрерывна на этом множестве. 

3.2. ЭКСТРЕМУМ 

Локальный экстремум функции. Внутренняя TOU- 
ка М множества ССВ? называется точкой локально- 
го максимума функции /:С > В ‚если существует 
окрестность Ё_точки М ‚ принадлежащая с , что 

УМЕЕ f(M) > f(M). 
Точка М будет точкой строгого локального мак- 

симума ‚если для УМЕЕ выполняется неравенство 
(М) >У(М).Точка М называется точкой локально- 
го минимума функции] : С -> В ‚если существует 
окрестность Е точки М , принадлежащая С , что 
(М) <Г(М) У МЕЕ, строгого локального мини- 

мума, если Г(М) <Г(М). 

Для функций 2 = х? +у’; 2= Ух’ +у? точка 

(0, 0) — точка минимума: функция 2 =\/ 1-х? - у? 
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Рис. 3.8 

  

в точке (0,0) имеет локальный максимум (рис. 3.8). 
Точки минимума и максимума функции называются 
точками экстремума. При определении точек экстре- 
мума основную роль играют производные функции, ее 
дифференциал. 

Необходимое условие экстрему- 
ма функции. — Дифференцируемая — функция 
Г: ССВ? >В имеет локальный экстремум лишь в точ- 
ках (х, У] ЕС ‚ в которых аГ(х, у) =0, т.е. в точках, 
в которых обе частные производные функции обраща- 
ются в нуль: 

Of (x, ¥) _ o. oy) _ 
— 0; — 0. 

дх ду 

Геометрически сказанное означает, что касательная 

плоскость к поверхности 2 =/Х(х, у) в точке экстре- 
мума М, параллельна плоскости Оху (рис. 3.9). Для 
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недифференцируемой функции точками — локального 
экстремума могут быть точки, в которых не существу- 
ют частные производные, — точки острого локального 
экстремума (рис. 3.10). 

Равенство нулю частных производных дифферен- 
цируемой в точке М, функции является необходимым 

условием экстремума функции в этой точке, но не до- 
статочным. Например, обе производные функции2 = 
= х? — у? (рис. 3.11) в точке (0,0) равны нулю, од- 
нако, как видно из поведения функции в окрестности 
этой точки, экстремума в точке (0,0) нет, (0,0) — сед- 
ловая точка. 

Достаточное условие экстремума. 
Пусть функция f :G -> В дифференцируема в окрест- 
ности точки М. ЕС идважды непрерывно дифферен- 
цируема в точке М ‚ причем АГ(М,) = 0. Обозначим 
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ли) _ °F (My) °F (My) 
1 Ox?” 2 Ox? ° ду? 

os) , 
дхду 

  

Если 4, > 0, а, >0, тоМ, — точка максимума 
f(x, y); если а, < 0, а, > 0, TO M, — точка миниму- 
Ma f (x, y); ecau d, <0, dynxyua f akcTpemMyma 6 TOU- 
кеМ, не имеет; если а, = 0, ничего определенного о 
точке 2M, сказать нельзя. 

Достаточное условие экстремума функции удоб- 
нее сформулировать с помощью дифференциалов.Пусть 
функция /] : С -> В ‚ дифференцируемая в некоторой 
окрестности Е точки М. , дважды непрерывно диффе- 
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Таблица 3.1 
  

Изображение 
функции Экстремум Условие экстремума 

  

Гладкий локаль- 
ный минимум 

Острый локаль- 
ный минимум 

Гладкий локаль- 

ный максимум 

Острый локаль- 
ный максимум   

Седловая Точка 

  

af(M,) =0 

а? КМ.) — положитель- 
но определенная форма 

adf(M о) не существует 

df(M,) = 0 
а? КМь) — отрицательно 

определенная форма 

Аакм о) не существует 

df(M,) = 0 

а? АМ.) — знакоперемен- 
ная форма



ренцируема в точке М, . Точка М, — стационарная точ- 
ка функции ] „т.е. df (M,) = =0. 

Если d?f(M.) seanetca положительно определен- 
ной квадратичной. формой переменных ах ‚ау, тофунк- 
ция ] в точке М, имеет минимум; если квадратичная 
форма @У(М,) — отрицательно определенная, тов 
точке М, имеет максимум; если же а*У(М,) пред- 
ставляет собой знакопеременную квадратичну ‘ую форму, 
то функция] в точке М, экстремума не имеет; случай 
d’f (M,) =0 rpe6yer дополнительного исследования 
(табл. 3 1). 

Пусть точка О (0,0) — стационарная точка функ- 
ции / (х, у) и (0, 0) = 0. Для выяснения геометриче- 
ского смысла приведенных условий рассмотрим в про- 
странстве Оху2 поверхности 2 =Х(х, у) и? = Ax? + 
+ 2Вху + Су? ‚ где 

д 970,0). 07 f (0, 0) | cu 2 LO, 0) 

Ox? ’ Oxoy ‘ ду? 

Расстояние между этими поверхностями в точке 
(х, у) , определяемое разностью f (x, y) — (Ах?+2Вху + 

+ Су), при р=\/х? + у? - 0 равно о (р), так как 
Ах? +2Вху + Су? = а4?1(0,0). Поверхность 2 = Ах? + 
+ 2Вху + Су? представляет собой эллиптический пара- 

болоид с вершиной в точке О, направленный вверх (в 
положительном направлении оси 02), когда 4? (0,0)> 
>> 0, и направленный вниз (в отрицательном направле- 
нии оси 02), когда 4 / (0,0) <0. В случае, когда 
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4?/ (0,0) знакопеременна, точка О (0,0) является 
седловой. Близкую форму при малом р имеет и поверх- 
ность, описываемая уравнением 2 =Х(х, у). 

Особая точка поверхности. Особой точкой функ- 
ции Г(х, у) называется точка, в которой функция не 
дифференцируема, т. е. точка, в которой не существу- 
ет хотя бы одна из частных производных функции или 
эти производные не являются непрерывными в точке. 

Касательная плоскость к поверхности 2 =] (х, у) в 
особой точке не существует. Примерами особых точек 
служат точки острого локального экстремума  функ- 

ции 2 =] (х, у). Для функции / (х, у) =\/|ху| особой 

точкой является точка (0, 0). Функция 2 =\/ |ху| не- 
прерывна всюду в В?, в точке (0,0) существуют обе 

91 (0,0) _ 97(0,0) _ 

Ox ду А. 

но эти производные не являются непрерывными в точ- 
ке (0, 0). Действительно, 

  частные производные, причем 

  _ OF y)_ ,, 
lim ox = lim (V Ixyl), = 

x—> +0 х> +0 
y=kx y=kx 

/ J Ik 

x>+0 7 x 2 
y=kx 
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И 
if a ty АТИ 

Lael | 
РЖ   

  

                

  

      de 44y2)2- 29% 42-y2) = =0 
See 

  — 

x5y3-ja xy 29 Puc. 3.13 

  
Puc. 3.12 

  

Если поверхность определяется как множество то- 
чек, координаты которых удовлетворяют уравнению 
Е(х,у,2) = 0 (неявное задание функции), то точка, 
в которой все частные производные функции] равны 
нулю, называется особой точкой поверхности. 
Если в особой точке не все частные производные вто- 
рого порядка обращаются в нуль, то касательные к по- 
верхности в особой точке образуют конус. Особые точ- 
ки могут образовывать так называемые особые линии, 
например линии самопересечения (рис. 3.12, 3.13). 

Глобальный экстремум функции. Рассмотрим во- 
прос об определении наибольшего и наименьшего зна- 
чений функции / (х, у), непрерывной на замкнутом 
ограниченном множестве ОСВ?. Говорят, что Г (х, у ) 
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Рис. 3.14 

  

Рис. 3.15 

  

принимает в точке М, ЕД наибольшее значение или име- 
ет в точке М; глобальный максимум, если Г (M,) =f@) 
У МЕД. Функция / имеет в точке Мь глобальный ми- 
нимум, если f(M,) < f(M) VMED. 
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Функция / {х, у) =х? +у? на множестве —2<х<2, 
—1<уж< 1 (рис. 3.14) имеет глобальный минимум в 
точке (0, 0) , являющейся точкой строгого локального 
минимума, а глобальный максимум достигается в гра- 
ничных точках (2,1), (2, —1), (-2, 1), (-2, —1). Он 
равен 5. 

Функция 2 =х? - у? в области х? +у? <1| имеет 
глобальный максимум в точках (1,0), (-1, 0), он ра- 
вен 1, а глобальный минимум равен —1. Достигается он 
в точках (0, —1), (0,1) (рис. 3.15).



4. ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 

4.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

Разбиение плоской фигуры. Множество точек ВР 
плоскости В? назовем плоской фигурой. Диаметром 
фигуры 2 называется точная верхняя граница множест- 
ва расстояний между произвольными парами — точек, 

принадлежащих Д (рис. 4.1): 

diam D = sup{d@, ,M,)|M,€D, M,€D}. 

®urypa D orpanuuena, ecnu diamD<+c. Orpann- 
ченная фигура имеет площадь (тез0) в том и только 
том случае, если ее граница может быть заключена в 
многоугольник с площадью, которая не больше сколь 
угодно малого, наперед заданного положительного чис- 
ла (рис. 4.2). В этом случае говорят, что граница) име- 
ет нулевую площадь, а фигура квадрируема. Площадь 
квадрируемой фигуры Р равна точной верхней грани- 

це площадей всевозможных многоугольников, содер- 
жащихся в этой фигуре. 

Фигура, ограниченная кусочно-гладким контуром, 
квадрируема. 
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4 
mes Fs <? MES Я 

  

  

    
  

      
     
Рис. 4.2 

  

Совокупность подмножеств {D, ,D,,.., D n} , 

D, CD,iz= 1," ‚ назовем разбиением D ‚ если a D, = 

=D wu mepeceyenne DD ,, ix] , не содержит внутрен- 

Hux Touek D,, i = 1,7 (puc. 4.3), 2 mesD; = mes D 

Диаметром разбиения называется величина р = 
= тах {diam D,}. 

Определение двойного интеграла. Предполагая, что 
на квадрируемой фигуре Д задана ограниченная функ- 
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mes VY, =f/4;):mes Di 

Puc. 4.4 
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ция Г, Г: О-В ‚составим интегральную суммуд, 
произвольно разбив О на части и выбрав в каждой О, 

п 

произвольную точку М, ‚ в = & f(M,)mesD,. 
i=1 

Произведение |7 (М,) | тезО; определяет объем 

цилиндра с основанием О; и высотой |7 (М) | (рис.4.4). 

Определение. Двойным интегралом функции { по 
множеству ОС В? называется предел Г интегральной 
суммы а при стремлении диаметра разбиения к нулю, 
если он существует, не зависит от способа разбиения р 

и выбора точек М, : 

lim 2 f(M,)mesD, = Sif, y) do, 
5—0 1 D 

Ve>0 ]6>0V{D,},VM,ED; 
[= ПУ У) Чо > p{D,}< 8 = lo—-I|<e. 

В качестве разбиения О на части можно взять раз- 
биение сетью прямых, параллельных координатным 
осям (рис. 4.5). Обозначается интеграл следующим об- 
разом: 

ЛУ ©, у) ав = ПЛ, у) ахау = ПУ(Мас. 
р р р 

4 Зак. 5346 97
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aS 

ESS 3 NS : .$ mes 1 =d0 

  

  

  

    
  

    
  

a6 =dx-dy     

  

        “Y S 0 

Рис. 4.5 

Необходимым условием интегрируемости функ- 
ции ] по квадрируемому множеству О является ee 
ограниченность нар. 

В противном случае за счет выбора точек M, ,i=1 7, 
можно сделать так, что интегральная сумма при дан- 

ном разбиении будет больше любого наперед заданного 

числа, т.е. множество интегральных сумм не ограниче- 

но, т. е. не имеет конечного предела. Например, WIA 
1 .. 

функции /(х, у) = 2 442? рассматриваемой на множе- 
x ty 

cTBe0 < x <a, 0<y<b (puc. 4.6), BEIGepem mpous- 
вольным образом точки М, для некоторого разбиения 
и будем лишь менять точку М, , ‚ приближая ее к точ- 
ке (0, 0) , фиксируя остальные. Тогда множество ин- 
тегральных сумм, полученное таким образом, — будет 
множеством неограниченным: 
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Hae), CYCER    
    

  

  

Puc. 4.6 

о; = 5 — Ax. Ay,+f(M) Ax Ay, . И x? +y? | 11 1 1 

1+] >2 

Ограниченность функции на множестве), являясь 
необходимым условием интегрируемости, не является 
достаточным. Например, функция 

1, если х иу рациональны; 

— , — |0, если хотя бы одна из 

71% у) =D) PO) координат точки (х,у) 
иррациональна 

(функции О(х) ир(у) — функции Дирихле) ограниче- 
на на множестве 0 < х< 0,1; О<у< 0,1. Произведя 
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Рис. 4.7 Рис. 4.8 

  

разбиение области интегрирования на части (рис. 4.7), 
возьмем в качестве произвольных точек точки с раци- 
ональными координатами, тогда 

п 

о, = 2% 1тез), = тез Б = 0,01. 
1=1 

Если хотя бы одна из координат этих точек являет- 

ся иррациональным числом, а таким образом точки вы- 
брать можно для любого разбиения, то 

п 

о, = У Отезр, = 0. — 1 i=1 

Следовательно, последовательность интегральных 
сумм не может иметь предела. 

Достаточные условия интегрируемости функции 

сформулированы в виде следующих теорем. 
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Рис. 4.9 

  

Теорема 1. Функция, непрерывная на квадри- 
руемом компакте, интегрируема (рис. 4.8). 

Теорема 2. Функция, ограниченная на квадри- 
руемом компакте РП и непрерывная во всех точках О, 
кроме точек множества нулевой площади, интегрируе- 
ма (рис. 4.9). 

Теорема 3. Функция Г, являющаяся алгебраи- 
ческой суммой или произведением интегрируемых ‘на 
квадрируемом множестве функций, интегрируема. 

Геометрический смысл двойного интеграла. Если 
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Г(х.у) >20 \У(х, уЕР,гдер — квадрируемая об- 
ласть и { интегрируема на О ‚то {J f(x,y)do — равен 

объему цилиндроида. Его основанием служит область 
р. Сверху цилиндроид ограничен поверхностью 2 = 
= /(х,у).Боковая поверхность его есть цилиндриче- 
ская поверхность, образующая которой параллельна 
оси О2 (рис. 4.10). 

Если f(x,y) =1 У(х, у) ЕР, то Лах4у  опреде- 
р 

лит площадь 0) так как в этом случае цилиндроид с ос- 
нованием Л) ограничен сверху плоскостью 2 =1 (рис. 
4.11). Объем его численно равен площади основания. 
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1-1 (1,4) 

  

  

    

  

  

22} (Х, у] 

Рис. 4.12 

  

Ecuu f(x, y) <O V(x, y)ED, To fff (x,y)do опре- 
D 

делит величину, модуль которой равен объему цилинд- 

роида О , так как объем О в этом случае определит ин- 
теграл по Рот функции — /(х, у) (рис. 4.12). 
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4.2. СВОЙСТВА ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

Линейность. Если/ ив интегрируемы на мно- 
жестве О иа, ВЕБ, то функция а] + В# также интег- 
рируема на Ди 

Л (af (x, y) + Bg &, y))do=a ПУ (x, y)do + 

+B Sie (x, y)do 

(puc. 4.13, 4.14). 

Аддитивность. Если D=D, UD, ‚О, ир, не 
имеют общих внутренних точек, то из интегрируемости 
Г по р следует интегрируемость / по D, uD, ‚ причем 

ЛУ (хе, у) ав = П Л(ь у) ав + Л] Г(х, у) ав (+) 
D D D 

1 2 

(рис. 4.15). Верно и обратное: если Г интегрируема по 
области О, и области О, ‚ причем О, ЧР, =В, О, пПр= 

= © , TO справедливо равенство (*). 

Монотонность. Если Гиз интегрируемы на 
Ри Л(х, у) < #(х,у) УСх,уУЕБ,то 

ЛУ: у) ас < ЛЕ (x, y)do 

(cm. puc. 4.13). 
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~ F[A,Y) Madu =mes Q;=#R 2+ Earn 

Puc. 4.14 

fr YU) Tx dy = mes @›= $ RI 

105



  

x : 
Анжу) х ау - тез af + far 

2 дуба рик) ахаУ 
J, Dy 1 

Рис. 4.15 

   
2= [9,4] 

  
ик yNldxdy = mes a; +mes ay 

Y 

  
prayer =7€3Q)-™eS Az



ных у2 

     

    
7” 

0) 
и, 283 

ДГ.) ах ау -хй“Н+ ЛК, 

D(A") тез =(Н+УЕ?- FAR?) RR? 

Puc. 4.17 

  

Основная оценка. Если] интегрируема по 
р. тои |7| интегрируема по О ‚ причем 

| ПГС», у) 41 < ИЛ С, y) ldo 
р р 

(рис. 4.16). 
Теорема о среднем значении. Если f 

непрерывна на D — квадрируемой области,то сущест- 
вует по крайней мере одна точка М (х* у*), принадле- 
жащая Ш, что 

ЛУ: y) do = f (x* y*)mes D 

(puc. 4.17). 
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oo Те) МИЦ 
т. те505 1/4) 6< "27650 

aD 

Puc. 4.18 

Ограниченность. Если] интегрируема Ha 
множестве ДР, площадь которого 5 ‚то интеграл от / 
по В ограничен, причем 

mS < Sff(x, y)do< MS, 
D 

где т и М — нижняя и верхняя точные грани множе- 

ства значений функции /: О -> В (рис. 4.18). 

4.3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

Вычисление двойного интеграла в случае, когда на 
квадрируемой области О задана], непрерывная неот- 
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рицательная функция, сводится к вычислению объема 

цилиндроида О (см. рис. 4.10). Объем тела О можно 
подсчитать, используя определенный интеграл следую- 
щим образом. Построим сечение тела О плоскостью у = 
= соп$. Площадь поперечного сечения представляет 
собой функцию, зависящую от у. Она равна 

п (У) 

SY) = Jf f&,y)d 
t(y) 

(рис. 4.19). Объем тела равен интегралу от функции 
© (у) ,т.е. 

B В ni) 
mesQ = {S(v)dy wim mesQ = fdy f f(x,y)d. 

a а £&(y) 

Аналогично можно вычислить объем тела О, если в ка- 

честве поперечного сечения тела брать сечение его плос- 
костью, параллельной координатной плоскости Oyz 
(рис. 4.19). Тогда 

ф(х) 

S@)= f fe y)dy 
p(x) 

и, следовательно, 

Ь y(X) 

тезО = fdx f f«,y)dy. 
a p(x) 
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Рис. 4.20 

  

Итак, имеет место равенство 

b w(x) 
Sff@ yjdxdy =fdx f fe, y)dy= 
D a p(x) 

B ny) 

= Гау by Fe y)ax. 

rlonyuernas формула для вычисления двойного ин- 
теграла через двукратные (повторные) интегралы спра- 
ведлива и в случае произвольной, интегрируемой по 
квадрируемой области 2, функции/. Действительно, 
если функция / принимает на О также и отрицательные 
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значения, то двойной интеграл [|] (х, У) 4в рассматрива- 
р 

ется как сумма всех объемов, заключенных между по-, 
верхностью 2 = (х, у) , координатной плоскостью 2 = 
= О и цилиндрической поверхностью, образующая ко- 
торой параллельна оси О2, причем объемы тех частей 
тела, которые расположены над плоскостью 2 = 0, бе- 
рутся со знаком плюс, а тех, которые расположены под 
плоскостью 2 = 0, берутся со знаком минус. Так, на- 
пример, двойной интеграл от функции / (х, у), график 
которой приведен на рис. 4.20, равен разности объемов 
двух тел: 

ПУ (x, y) dxdy Л Л, &, y) ахау — 

а b 

- ИЛ ©, >) @еау = [41 ©. 4 - 
р 0 

a b а В 

—fdx f -f, &, y))dy =Sdx Sf, y)dy. 
0 0 0 0 

Задача. Найти объем тела, ограниченного поверхно- 

стями х? +22 =Е?; х? +у? =В?. 
Решение. Поверхности х? +2? =? их? +у? = 

= Е? — круговые цилиндры, образующая первого  па- 
раллельна оси Оу, а второго -- оси О2. Тело, ограничен- 
ное этими цилиндрами, изображено на рис. 4.21.Так как 
оно симметрично относительно координатных плоско- 
стей, то удобно вычислить объем его части, расположен- 
ной в первом октанте (рис. 4.22). Учитывая также сим- 
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метричность тела относительно плоскости х=2, най- 
дем объем 1/16 его части: 

Y= ДУ" -х x? axde=f de [VR 2 dz= 

R3 
= VR — х? хах =>. 

Задача. Найти объем тела, ограниченного параболо- 
идом х? + 4у? = 2 ‚ плоскостью 2 = 0 и цилиндрами у2= 
=2 их? =у (рис. 4.23). 

Решение. Цилиндроид, объем которого необхо- 
димо найти, ограничен сверху поверхностью 2 = х? + 
+ 4у2 , поэтому 
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1 vy 
V = ff Qc? +4y")dxdy = dy f (x? +4y*)dx => 

D о у2 

Задача. Прямоугольный параллелепипед  срезан 
сверху параболоидом вращения с параметром р. Верши- 
на параболоида расположена на оси параллелепипеда, 
совпадающей с осью параболоида. Вершина параболои- 
да является точкой параболоида, максимально удален- 
ной от основания параллелепипеда. Вычислить объем 
образовавшегося тела, если стороны его основания а и 
Ь,авысота Й. 

Решение. Построим‘ тело в системе координат 

Oxyz , выбранной таким образом, что начало коорди- 
нат совпадает с центром основания тела, ось 02—с осью 
тела, стороны параллелепипеда параллельны коорди- 
натным плоскостям (рис. 4.24). 
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Уравнение параболоида в выбранной системе коор- 

2 2 x ty 
динат имеет вид Z =h — . Тогда 

2р 2 b 

a an) 
ИИС - wa ха = fax Joh - 

2 7) 
a 

2 2 2 2 3 _ ж+у _ hb bx’ b dx = 

2p ) dy 41 ( 2 4р 48) 

— ab 2 2 = ай — 54 (a* + b*) . 

4.4. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В ДВОЙНОМ ИНТЕГРАЛЕ 

Коэффициент растяжения плоской фигуры. Рас- 
смотрим в плоскостях Оху и ОЁп фигуры ЕиЁ' . До- 
пустим, что существует взаимно однозначное отобра- 
жение Е на Ё, с помощью преобразования & = &(х, у), 

n= 1 (x, y): 

E={(x,y)|x=x(E,n), y=y.n), (E.n)EF}; 
Е = {(, ПЕ = Е у), ПЕТС, У), (ХУЕЕ}, 

где все рассматриваемые функции непрерывно диф- 
ференцируемы по своим аргументам (рис. 4.25). Тре- 
угольнику Е СЁ, соответствует криволинейный тре- 
угольник РЁ" плоскости Оху. Координаты его вершин 

116



      

  

  

х, =х(&, ›П,), У, 2У(Е, ›т,); 

х, =х(&, +48, 1,), у, =У(, + Ak, n,); 

х, =х(&, ‚п, +Дп)‚ у, =У(&, ‚п, +Дт). 

С точностью до бесконечно малых первого порядка 
относительно ДЕ, Ап имеем 

  

  

ХХ, Y3 7! 
! 7 } ' 

x x , = + : >: AtAn = +| 7 тез Е"; 
т Ут т У 

      

} р 

mes F' = +| ы . | пез Е, + 0 (тезЕ'). 
Хх У non 
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Рис. 4.26 
  

Якобиан преобразования 

D(x,y) _ 
DE ,n) 

rt 
xy y 

x 

    

п 

взятый по модулю, является коэффициентом растяже- 

ния (или коэффициентом увеличения площади) фигу- 
ры в точке. 

Пример. Отображение криволинейной — трапеции 
О << ф < 21, 0 << 7(0) в плоскости Офг на 
криволинейный сектор в плоскости Оху с помощью 
полярного преобразования X =rcosy, y=rsiny, O < 

<y<y,0Kr<r (Ф) обладает якобианом, рав- 
ным Г (рис. 4.26): 

D(x, y) cosy sing | _ 

D(r,9) —rsiny rcosy 

Замена переменных в двойном интеграле. 
Теорема. Пусть взаимно однозначное отобра- 
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жение х =x(E,n),y=y(E,n) muomectea E, Ha множе: 
ство Е задается непрерывно дифференцируемыми фун- 
кциями х(Ё,1), У(&,1), имеющими непрерывные 
частные производНые первого порядка, и якобиан 

ре всюду в Е, отличен от нуля. Если ] интегри- 

руема на Е, То 

D(x,y) [fC y) dedy = [FE 0), ¥ Em) Fp ein Idan, 
By 

При переходе к полярным координатам формула 
замены запишется в виде 

Sify) dx dy = ff f(r cosy, rsiny) rdydr. 
E E 

1 
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Задача. Найти объем тела, ограниченного  цЦилинд- 
ром х? +у? = Е? и плоскостями 2 =0, х-у+2=2Ю 
(рис. 4.27). 

Решение. Проекция рассматриваемого тела на 
плоскость Оху представляет собой круг с центром в 
начале координат радиусом К: 

V = ff(2R-x+y) dxdy = f[r(2R—rcosy+rsiny) dpdr= 
D D 

27 R 277 

=Sdypfr (2R—rcosytrsiny) dr= f (R* — 
о о 0 

7 = R* cosp + = R* sing) ар = 2183. 

4.5. МЕХАНИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

Масса пластины. Вычисление массы пластины, зани- 
мающей область 2) плоскости Оху, если плотность рас- 
пределения массы задана непрерывной функциейр(х,у), 
сводится к вычислению интеграла по области D c 

подынтегральной функцией р(х, у): 

m= ffp( y)dxdy. 
D 

Это следует из предварительного, приближенного вы- 
числения массы пластины, для чего пластина О разбива- 
ется произвольным образом на и частей с площадями 
Ao, ,k =1,n.Maccy каждого участка можно считать 
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x 

N=m-d(0,P) 

Puc. 4.29   
  

приближенно равной р(&,, 1’) Доу, ‚а масса всей плас- 

п 

тины приближенно равна a p(é, , n,) Ao, (puc.4.28). 
=1 

Статические моменты пластины. Статическим мо- 

ментом материальной точки массы тотносительно оси 

называется произведение массы точки на расстояние ее 

ОТ ЭТОЙ Оси. 

Статический момент относительно оси конечной 

системы материальных точек P, , kK=1,n , лежащих в 

одной плоскости с осью, равен сумме произведений 

масс этих точек на расстояния их от оси, причем рассто- 

яния точек, лежащих по одну сторону от оси, берутся 
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со знаком плюс, а расстояния точек, лежащих по дру- 
гую сторону, — со знаком минус. Так, момент системы 
материальных точек, изображенных на рис. 4.29, равен 

M=m,dQ,P,)+m,d@O,P,)-m,d@,P,) + 

+m,d(O,P,)+ m,-0, 

где т; — масса Р’.-й точки. 

Для материальной пластины О, плотность распре- 
деления массы которой задается непрерывной функ- 
цией р(х, у) ‚ статические моменты относительно ко- 
ординатных осей (рис. 4.30) вычисляются с помощью 
интегралов. Действительно, разбив Л) на части с площа- 
дями До’, и считая, что масса каждой части, равная 
р(&, ,п,) Доу, k= I, , сосредоточена в точке Р; (&, , 
1.) ‚ а расстояние точки Р‚, от осей координат определя- 
ется ее координатами, приближенное значение статиче- 
ских моментов Мо, , Мо у относительно осей коорди- 
нат равняется следующим суммам: 
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Ск. Ус)     
Рис. 4.31 

  

= 

Мо. = 2 Пер хп) Абу ; 

Мо, = ‚2 бр. »1,) Ao, . 

Точное значение моментов ПОЛУЧИМ, переходя к 

пределу в полученных выражениях, устремляя диаметр 
разбиения р к нулю: 

= Пур» y)do; Moy = [xp (x, y)do. 

Координаты центра масс. Crarmueciene моменты Му, 
Мо», пластины легко позволяют установить положение 
ее ‘центра масс, точку С. Центром масс называется та- 
кая точка С (х., у.) , которая обладает тем свойством, 
что если в ней сосредоточить массу пластины, то момент 
этой материальной точки относительно любой оси сов- 
падает с моментом относительно этой же оси всей плас- 

ТИНЫ. 
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Обозначив массу пластины через т, имеем (рис. 
4.31): 

mx, = Moy ; ту, = Мох. 

  

  

Отсюда: 

S{[xp ,y)do 
Moy D 

x =- = ; 

cm Sfp @,y) do 
D 

Sfyp@, y)do 
_ Mox _ D 

т Slo (,y)da 
D 

Момент инерции пластины. Моментом инерции ма- 
териальной точки массы т относительно оси называет- 
ся произведение ее массы на квадрат расстояния точки 
от оси. Момент инерции системы материальных точек 
равен сумме моментов инерций, составляющих эту сис- 
тему масс (рис. 4.32). 

Разбив материальную пластину 02 с плотностью рас- 
пределения массы, заданной непрерывной — функцией 
р (х, У) (рис. 4.33) ‚ на части и заменив ее системой ма- 
териальных точек с массами т, = р(&, , п.) До,,К = 
= 1, п ‚ определим приближенно моменты инерций ма- 
териальной пластины относительно осей ОхиОу и от- 
носительно начала координат О: 
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8 

  

I= ; па к/к)   
Рис. 4.32 Рис. 4.33 

  

п 

— 2 . 
ох ~ Peal ny p (E, » Ny) Ao, , 

m 2 

n 

Lo xy КС: + ni) p (E, » Ny) Ao, . 

Переходя к пределу, устремляя диаметр разбиения 
к нулю, получаем для моментов инерции материальной 
пластины О точные формулы: 

= Пу р y)do; Ip, = Sfx" (ey) do 5 

= BG +y’)p(x%, y)do. 
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Задача. Фигура Д представляет собой криволиней- 
ную трапецию, ограниченную кривой у=/Х(х), отрез- 
ком оси Ох и двумя прямыми х =а, х=Ь. Плотность 
распределения массы равна единице. Определить стати- 
ческие моменты относительно. осей координат и центр 
масс этой фигуры (рис. 4.34). 

Решение. 

b f(x) 1 b 

Mo, = Sydxdy =Sdx J ydy => ГГ сах; 

b f(x) b 

Moy = Sfxdxdy = Jxdx J dy = Jxf(x) ax ; 

b 

m = ff dxdy =S f(x) dx ; 
D a 

b 1? 
f x f(x) dx 3 if (x) dx 

x. = —— > Vo b 

SF (x) dx Jie 
Если формулу, определяющую ординату центра 

масс, переписать в виде 

b b 

2my, Sf (x)dx = mJ f? (x) dx, 

TO правая ее часть выражает объем тела /, полученно- 
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го вращением плоской фигуры ДР около оси Ох. Левая 
часть этой формулы представляет произведение длины 
окружности, описанной точкой С при вращении ее во- 
круг оси Ох, на площадь этой фигуры. Полученное со- 
отношение можно сформулировать следующим образом. 

Объем тела вращения плоской фигуры О) вокруг не 
пересекающей ее оси равен произведению площади этой 
фигуры на длину окружности, описанной центром масс 
фигуры: Т = 2пу5. 

Полученная теорема называется теоремой Гульди- 
на. Она остается справедливой, если фигура Р ограни- 
чена и снизу и сверху кривыми (рис. 4.35) у = Г(х) , 
у=х(), а< х<Ь. В этом случае 

Луахау 
р b 

y= uyS => (f? (x) — ¢? (x))dx, 
Sfdx dy 
D 
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где 5 — площадь О. Отсюда следует 

b b 

2ny S =f fr(x)dx—mf y? (x)dx. 
a a 

Правая часть формулы представляет разность объемов 
тел вращения, полученных от вращения вокруг оси Ох 
криволинейных трапеций (рис. 4.36), что и определит 
объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох 
фигуры 2. 

Приведем несколько задач, решение которых осно- 
вано на понятии двойного интеграла. 

Задача 1. Найти статические моменты и координа- 
ты центра масс фигуры, ограниченной кривыми у =х?, 
у = х , если масса равномерно распределена по фигуре. 

Решение. Так как масса равномерно распределе- 
на по Д (рис. 4.37), то плотность распределения мас- 
сы постоянна, т.е. р (х, у) = с: 

1 

M,.. =Sfeydxdy =cf 4,7 _c, 
Ox D 9 aX J yay 15’ 

x 
1 

  

x С 
Moy ff xdxay cys, D 

1 y с 

т = ]]| сахау = с[ах [ау =-; 
р 6 2 6 

Мл. М2 
Хе = т 2’ > т 5 
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Задача 2. Определить объем тела Вивиани, т. е. те- 
ла, ограниченного сферой радиусом К и круговым ци- 
линдром, диаметр основания которого равен радиусу 
сферы и одна из образующих проходит через диаметр 
сферы. 

Решение. Поверхности, ограничивающие тело в 

системе координат Оху2 ‚задаются уравнениями x? + 

К Е? 
+у2 +22 = R?, (x - > )? +у? =". 

ры совпадает с началом координат (рис. 4.38). Учиты- 
вая симметричность тела относительно плоскостей Оху 
и Ох? , вычисляем объем его части, расположенной в 
первом октанте: 

‚ если центр сфе- 

5 Зак. 5346 129



  

п/2 Ксозр R3 

= JS de IrVR 7 dr = ~~ (3-4); 

и = 2R* (3m - 4) 
9 

Задача 3. Доказать, что если фигураРс равномер- 
но распределенной на ней массой имеет ось симметрии, 
то центр масс ее лежит на этой оси. 

Решение. Пусть ось ординат Оу является осью 
симметрии О (рис. 4.39). В этом случае функции у = 
= f(x), у=+0) , задающие границу, являются четны- 
ми, т. е. для любых хе [-а, а] выполняются равенст- 

Ba f(—x) =f (x), 9(-x) = 9() u 

1 1% et ay _ 

Xo gs y= a a 

x (f(x) — y(x)) ad = 0, 

b
o
a
 i 

S 

где 5 = Лахау . Функции х Г(х) их 9(х) нечетные и 
р 

интегралы от этих функций по симметричному проме- 
жутку равны нулю. Следовательно, х, = 0. 

Задача 4. Найти объем тора, образованного враще- 
нием вокруг оси Ох круга, ограниченного  окружно- 
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Puc. 4.39   
  

стью с центром в точке (а,Ь) радиусом К, К 2Ь (рис. 
4.40, 4.41). 

Решение. Используя теорему Гульдина, имеем 
ny. © =И, где 5 — площадь круга; Г — объем тела 

вращения, т.е. объем тора; у. — ордината центра масс. 
Как известно, 5 = пЕ?, центр масс круга в случае рав- 
номерно распределенной массы находится в цен трек кру- 
га. Следовательно, х. =а, у, =Ь. Итак, 21. пК V, 

т.е. И= 212Ь8?. Если Б= В, тои = 21? КЗ. 
Задача 5. Найти объем тела, ограниченного поверх- 

ностью ‚ полученной при вращении линии у = зтх,0 < 
< х< т: а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу; в) во- 
круг прямой у = 1. 

Решение. Площадь фигуры, ограниченной у = 
sink ‚О х< т, иу = 0, равна 5 =f яп хах, т.е. 

0 he
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Рис. 4.43 

  

Учитывая, что фигура симметрична относительно 
прямой х = 1/2, имеем, что центр масс С лежит на 
прямой х = п/2. Ордината центра масс определится 
следующим образом: : 

x п sin 

Mo, = Пуахау = Гах f ydy = 
D о 0 

[3
 рат 

48. 

а) Используя теорему Гульдина, определяем объ- 
ем тела, изображенного на рис. 4.42: 

1 
Hoa yp. — 2m 2=V;V 5. 

6) При вращении вокруг оси Оу получим тело, 
изображенное на рис. 4.43. Его объзм определится из 
уравнения 2mx,.S = И ‚где х, =т/2; И= 21?. 
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в) При вращении вокруг прямой у =1 (рис. 4.44) 
центр масс С опишет окружность [ с центром в точке 
(п/2, 1) радиусом 1 — у, . По теореме Гульдина 2т (1 — 
—у.)5 = У, где у, = п/8.Следовательно, V=5 (8 —7). 

Задача 6. Найти объем тела, полученного вращени- 
ем вокруг прямой у = 1 фигуры, ограниченной линия- 
ми у = зшх, О х< п; у=1 (рис. 4.45). 

Решение. Фигура Р симметрична относительно 
прямой х = 1/2, поэтому центр масс С ее лежит на этой 

прямой, т.е. х, = 1/2. Определим у, : 
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Мо» — Пуахау =f dx [ уау = >| (1 —sin?x)dx= 
0 nx 0 

п 
4(п- 2) ’ >

|
:
 

> Ve 

так как т = п- 2. 
Применяя теорему Гульдина, имеем 

V=2n(1-y,)S, V= 3 (3 — 8). 

Задача 7. Найти объем тела, полученного ‚при вра- 
щении фигуры, ограниченной линиями y=e ~*~, y = O, 
0<x< +: a) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу; 
в) вокруг прямой у = 1. 

Решение. Считая Р материальной пластиной с 
равномерно распределенной массой, плотность распре- 
деления р(х, у) = 1, определяем координаты центра 
масс С. Заметим, что в данном случае фигура 2 неогра- 
ниченная, поэтому при вычислении интегралов по ней 
используется операция предельного перехода: 

А е * 

Мох = Пуакау = lim fide f ydy = 4; 
D Ao 0 

e * 

Мо», = Sf xdxdy = lim f xdx J dy = 
У р A 0 

po
m e 

’ 

е_Х 

— Да = = lim far j dy =1; S=m; 
A> 0 
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а) Применение теоремы Гульдина дает (рис. 4.46) 
следующее: 

V=2my S; V=n/2. 

6) В случае тела, изображенного на рис. 4.47, име- 
ем: 

Г =2тх. 5; Г=2т. 

136



  al
m 

a
“
 

ь 

0 1 Xx 

   
(tz+0) 

  

Puc. 4.48 

  

в) Тело, полученное при вращении р вокруг пря- 
мой у = 1, изображено на рис. 4.48: 

Г = 21(1-у,)5; Г=31/2.



5. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

5 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИВОЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

ПО ДУГЕ 

Кусочно-гладкие кривые. Кривой или линией на- 
зывается множество точек пространства В?, являю- 
щихся образом промежутка при некотором непрерыв- 
ном отображении. 

Например, образом отрезка 0 < 1<2т при отобряа- 
жении 

x=acost; y=asint: z=bt 

является винтовая линия (рис. 5.1). Изображение кри- 
вой при значениях # , принадлежащих множеству [0, 
+ °° | , приведено на рис. 5.2. 

Непрерывное отображение промежутка в В? опре- 
деляет плоскую кривую. Например, окружность (рис. 
5.3) задается как непрерывное отображение x = acost ; 
у = азтЕ промежутка [0,2л [ на В?.Призадании плос- 
кой кривой в качестве параметра часто рассматривает- 
ся переменная х. 
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(©8655 

(4.4458) | | 

ХХ 

| | 

(4.4255) | | = ИХ), хЕ [4,6] 

у р 

С 
А | (a,a0) HY, 

x | | 
| 
| 

  
  

  

| 
Е | ыы 

. + . — Га са 8 xX 

0 2X 4X bX = 

у =), ЖЕ[а, 6] 

Рис. 5.2 Рис. 5.4 

139



Пространственную кривую Г: 

L ={(x,y,z)/x=x(t), y=y(t), z=z(t), 
te [a,B]}; 

= (*(@),.yv(@),27@); B= (3) УВ), 
2 (В)) 

с началом в точке А и концом в точкеВ назовем ку- 
сочно-гладкой, если отображение, ее задающее, непре- 

рывно дифференцируемо на конечном числе отрезков, 
на которые разбит [а, В] ‚ причем на концах этих от- 

резков существуют односторонние производные. Про- 
изводные х’(Р, У’(®), 2'’(Е) не равны одновременно 
нулю (рис. 5.4). 

Криволинейный интеграл по дуге. Пусть в точках 
кусочно-гладкой кривой [С В? задана функция /(М)= 
=f(x,y,z),MEL: 

L: {(x,y,2)|x=x(t) , y=y(t),2=z (t),t€ [a,6} 

Разобьем отрезок [а, fl оси ОЕ произвольным об- 
разом на части [а, ‚,&], =1,п, „причем ] a 

a [N]a_,,a, [= ‘р при р #7 иб [а а] [a , 
ai (рис: 5.5 ’ Обозначим аа, = At,. Значе- 

нию Ё=а, ыы точка на кривой L Aj=(@), 

У(а,) , 2(а,)). Длину дуги А, ‚А, обозначим AS, .Oue- 

видно, что если б — диаметр разбиения отрезка [а,В] — 

устремить к нулю, тои Д5,>0 У: = 1,п. Выбрав на 

каждом участке [а,_, ‚а,] произвольную точку а" , 
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gay xp 51-1, л-1 п ё 

  

  

x С 

Рис. 5.5 

  

которой на кривой отвечает точка М, (х (а), у(а") , 
2 (а; *)) , составим интегральную сумму функции f 

Boob L: 
n n 

o= E 104) 45, = $ ( (4), (а) ‚25. 
В случае плоской линии 

n 

о = 21 (@#), (7) 5, 
1—= 

Криволинейным интегралом по дуге — называется 
предел интегральной суммы а при стремлении 6 к ну- 
лю, если он существует. Отметим, что он не зависит от 
способа разбиения отрезка [а, В] начасти и выбора 

промежуточных точек a; ,i= in: 

lim > FM)AS, = Г Л(х,Уу,2)а5. 
5—0 =! АВ 
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Сведение криволинейного интеграла по дуге к оп- 
ределенному интегралу. Если кривая [, задается пара- 
метрически: 

х=х (5), у=у(5),2=2(5), 5Е [0,1], 

где в качестве параметра используется естественный па- 
раметр, 5 — длина дуги АМ, А = (х(0),у(0), 2 (0)); 

В = (х (1), У(), 2(1)), то 
1 

ГЛ ‚у, 2) 45 = 166), 6), 2(5)) 45. 
АВ 

Для кусочно-гладкой «ривой АВ, заданной в про- 

извольной параметризации х =х({); у=у(г); 2=20, 

ге [а, В] (рис.5.6), 
— 

J 10. 2d5 = SFO, yO, 20) J x'(t)+ 
  eee > 

2 2 — 

+У (1+2 @ at 

в предположении, что интеграл в правой части сущест- 
вует. 

Из определения криволинейного интеграла по дуге 
следует, что: 

1. ГЛМ) 45 = f f(Mas. 
АВ ВА 

2. Если (М) = 1 УМЕАЛВ ‚то f 45 =Ггде [| — 
длина дуги. АВ 
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At 
45 

а 2=/(4,y) 
‘ " с 

= и 
0 94-1 a Xx 0 _—— 

Y 
4 St= Vax? say? и 

д Aig | AG 8 

Рис. 5.7   
    

  

  

Рис. 5.6 

  

3. Пусть Ё — плоская кривая, принадлежащая пло- 
скости Оху (рис. 5.7). Непрерывная функция, задан- 
ная на кривой Г, Х(х, у), определит кривую простран- 
ства В?, ортогональная проекция которой на Оху сов- 
падает с Г. Произведение f (M,) AS, приближенно оп- 

ределит площадь куска цилиндрической поверхности с 

образующей, параллельной оси 02, и направляющей Г. . 
Точное значение площади цилиндрической поверх- 

ности, ограниченной кривыми [ и СО, 

CD ={(x,y,z)1z= fy»), (% »)€ AB} 
получим, вычислив интеграл f f(x, y) dS. 

AB 
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Задача. Вычислить интеграл | ха5 ‚ где АВ — часть 
АВ 

логарифмической спирали г =ае+Ф , — находящаяся 
внутри окружности г = а (рис. 5.8). 

Решение. Часть спирали, расположенная внутри 
‘окружности г = а, задается формулой и = аеК® ‚оо < 
< ф < 0, г ‚, ф — полярные координаты. Переходя к 
параметрическому заданию кривой | 

х=ае"Фсозф; y =ae"* sing , pE] —oo ,Q] , 

получим , 
2/72 

[ ха5 = [ аесозф МЕ? +1 dip 8+ 
АВ — © 4k + 1 

учитывая, что Ши е2^® (2kcosytsiny) =0,Tak Kak 
`ф> — > 

е? > 0, а 

| 2Асозф + зтф | <2К +1. 
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5.2. МЕХАНИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

Масса кривой. Вычисление массы материальной 
кривой АВ с плотностью распределения, заданной не- 
прерывной функцией р(х, у, 2), сводится к нахожде- 
нию криволинейного интеграла по дуге АВ с подынтег- 
ральной функцией р(х,у,2): 

т =[р(х ‚у, 2) 4$. 
АВ 

Это следует из предварительного ‚ приближенного, 
вычисления массы кривой. Масса участка кривой А, |, 
А; приближенно равна р(М,) Д5, ‚где М, — произ- 

вольная точка дуги А,_ ‚ А, ‚а Д5. — ее длина. Разбив 
т —— 

дугу АВ на участки А; A, ‚1 = 1,m, uMeemm ~~ 

= Хр (M,) As, . 
1= 

Статический момент кривой. Вопросы, связанные 
с массами, непрерывно распределенными вдоль кривой, 
приводят к криволинейным интегралам по дуге. 

Статические моменты материальной кривой АВ с 
плотностью распределения р(х , у, 2) относительно ко- 
ординатных плоскостей вычисляются по формулам: 

Моху = Г 22 ,У,2) 45; Мо», =1 ур (ху, 2)45; 
АВ АВ 

Мо. = § xp(x,y,z) dS. Oyz AB 
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Координаты центра масс определяются по формулам: 

_ Moy: _ Мода. _ Мох 
т? тш т 

Момент инерции кривой. Моменты инерции отно- 
сительно координатных осей вычисляются по форму- 

лам: 
— 2 . = 02 +2?)р(х,у,2)4; 

АВ 

I, = J +2) р(х у, 2) 5; 
АВ 

TL =f (x? +y*)p(x,y,z)ds. 
AB 

Для вывода рассматриваемых формул необходимо 
уметь определять расстояние точек пространства до 
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Рис. 5.11 Рис. 5.12 

  

координатных осей (рис. 5.9) и координатных плоско- 
стей (рис. 5.10). 

Теорема Гульдина. В случае плоской кривой АВ с 
равномерно распределенной на ней массой р (х, у.2) = 
= с0п${ координаты центра масс задаются формулами: 

    

] ха Sf yds 
x = 4B. _ AB 

Cc fds ” Xe Г а; 
АВ - AB 

Учитывая, что | 45 = [, имеем amyl =f 2myds. 
AB AB 

Левая часть полученной формулы представляет собой 
произведение длины дуги АВ на длину окружности, 
описанной центром масс С около оси Ох. Правая часть 
задает площадь поверхности, полученной от вращения 
кривой АВ вокруг не пересекающей ее оси Ох,так как 
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выражение 2пу, 45; определит площадь боковой поверх- 
ности цилиндра, высота которого 45, (рис. 5.11, 5.12). 

Итак, справедлива теорема Г ‘ульдина: 

Величина площади поверхности, полученной от вра- 

щения кривой вокруг некоторой не пересекающей ее 
оси, равна длине дуги этой кривой, умноженной на дли- 
ну окружности, описанной центром масс С кривой: Р = 
= 2пу 1. 

Учитывая, что для однородной материальной кри- 

вой с плотностью распределения р (х, у) = 1 масса кри- 
вой 71 численно равна длине кривой [, имеем Р = 

= 21 —^] ‚т.е. РЕ 27 М 
т x 

Теорема Гульдина может быть использована для 
определения площади поверхности тела вращения в 
случае, когда известно положение центра масс кривой. 

Задача 1. Найти длину кривой х = acost ; y=asint; 
z=bt, O<t < 27. 

Решение. 
  27 

1= Га5 = § JVa’sin?t+a*cos*t+b? dt = 
L 0 

= InvVJa*t+b?. 

Задача 2. Найти площадь боковой поверхности ци- 
линдра х? +у? =АЕх, ограниченного плоскостью 2 = 
= 0 исферой х?+у2+2? = В? (рис. 5.13). 

Решение. Пересечение сферы с цилиндром явля- 
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ется кривой, называемой кривой Вивиани: 

22 = Е? —х? -у2; х?+у? = Вх. 

Учитывая симметрию поверхностей относительно 
плоскости Ох2 , определим площадь части поверхно- 

сти, лежащей в первом октанте: 0,5Р = | 245. 
L 

Кривую Г запишем в параметрической форме: 

ХХ (1+ 0030), у= Азии, О<Е<л. 

Тогда 
п 2 

5Р = ГУ Е? — Вх а$ == УГ ost at = 
L 0 

R27 

= > fsin Sat = R?. 
0 

Задача 3. Найти массу дуги кривой х?+у?=2?,у2= 
= ах , от точки О (0, 0, 0) до точки А (а, а а\/ 2), если 
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линейная плотность еев (х,у,2) равна 2 (рис. 5.14). 
Решение. 

т = | 24; 
ОА 

OA={(x,y,z)|x=x, y=Vax , 2 =Vx? tax, 

O<x<a}; 

  

  

a 2 —_—— 

m = + f/8x? + 9ax +20? dx = — (100/38 — 1 
20 256\/2 

4/38 ) 25 + 
— 72+ 17In 

17 

Задача 4. Найти центр масс контура однородного 
сферического треугольника х?+у?+2? =А?, х>0 , 
у > 0, 22 0 (рис. 5.15). 

Решение. Так как рассматриваемая поверхность 
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y=7(2) 

    
Af-a,6 ФС 8/a,6) 

-a 0 ах 

Рис. 5.16 

  

однородна и симметрична относительно всех биссект- 
ральных плоскостей, то х. =у, =2,. Предварительно 
определим статический момент контура треугольника 
относительно плоскости Оху; 2 =Ё, ЧЁ, УЁ.: 

Е, = [(0,у,2)|У = Reost, z=Rsint, 0<t<n/2}; 

L, =x, 0,z)|z =Reost,x =Rsint, 0<t < 0/2}; 

L,={(, », 0) |x =Reost, y=Rsint, 0<t <n/2}; 
п /2 п [2 

= [245 = f Rsintdt + § R*cost=2R’, 
L 0 0 

Moxy 

Массу контура определим, зная длину окружности 

Rem ak A UR т _, —4R ;m=37- = 4 .Torma x, =.= 3R - 

Задача 5. Доказать, что если плоская кривая Г с 
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равномерно распределенной массой имеет ось симмет- 
рии, то центр масс лежит на этой оси. 

Решение. Пусть кривая Г симметрична относи- 
тельно оси Оу (рис. 5.16). Покажем, что х, = 0,для че- 
го определим статический момент кривой относитель- 
но оси Оу: 

а > 

Мо» = Гхаб = [ху 1+Г 4. 
АВ —а 

Заметим, что если функция /(х) — четная на [-@ , 
a|,T.e. f(—x) =f (x), To справедливо соотношение 
—f (—x) =Г() „т.е. Г’) - нечетная функция. 

Статический момент определится как интеграл от 
нечетной функции: 

а М 
! O 

Moy = fxvVvV1ltf (x) d&=0; x,=—* =0. 
—а 

Задача 6. Найти площадь поверхности тора, образо- 
ванной вращением вокруг оси Оу окружности с цент- 
ром в точке (а, Ь) радиусом К, К 2а (рис. 5.17). 

, Решение. Будем считать окружность материаль- 
ной кривой с равномерно распределенной массой 
р (х, У) = 1.Так как кривая симметрична относитель- 
но прямых х =а иу=Ь, центр масс расположен в 
центре окружности х, =а, у. =Ь. 

Площадь поверхности тора определим с помощью 
теоремы Гульдина: Р= 27пх_Г.Так как [ = 27К, тоР= 
= 4n7aR. 

Если В =а,то Р= 41242. 
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Рис. 5.17 

  

Задача 7. Найти площадь поверхности, образован- 
. . х 

ной вращением цепной линии у = асВ а, хе [—b, b]: 

а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу; в) вокруг пря- 
MOH y = x. 

Решение. Так как кривая симметрична отно- 
сительно оси Оу , центр масс ее лежит на этой оси, т.е. 
х, = 0. Масса кривой численно равна длине ее: 

b 

т = 145 =21 У 1+812 пах = 
L 0 

bx b 
= 2f ch—dx = 2ash—. j ch 3 
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у | 

y=|a ch 

ФС L 

a 
{ 

-b 0 by x 

Puc. 5.18 

  

а) Определим статический момент — относительно 
Och Ох (рис. 5.18): 

b b 
= =o fch?*ad =“ x) dx = Мо, Jas @ fen 7 ах 21 (1+ch27)dx 

2bt+a sh = 

С 
= “(ча 27); у, = 

ash 2 
a 

Используя теорему Гульдина, имеем 

Р = ma (2b + ash 22 . 

6) Рассматривая вращение вокруг оси Оу, в каче- 
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УК 
——— 

\ 
\ С 

\ ee 

\ 
NL 

L 

% 0 bx 

Puc. 5.19 

  

стве [ берем кривую y =ach = ‚ О<х-Ь. В этом 

случае ось вращения не пересекает кривую Г (рис.5.19). 
Находим статический момент ее относительно оси Оу: 

b rr b 
Moy = 1x48 = JV 1+ sh? Fax = [xchF de = 

р 
а 

р 
а 

+a’, P= 2n(absh 2~ a?ch 2+ = absh = — a*ch 

+a’). 

в) Вращение вокруг оси у = х показано на рис.5.20. 
Расстояние центра масс С до оси вращения у = хвычис- 
лим как катет прямоугольного равнобедренного тре- 
угольника с гипотенузой: 
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Puc. 5.20 

  

2b 
2b +ash a 

V2 ash? 

2b па 
а . Р= — (2Ь+ай —^). 

д a 

5.3. КРИВОЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ ПО КООРДИНАТАМ 

Определение криволинейного интеграла по коорди- 
натам. Пусть в точках кусочно-гладкой кривой Г. С В 

задана функция /(М) =Г(х,у,2), МЕГ: 

L={(x,y,2)|x=x(t), y=y(t), 2=2(0), 

te [a,B]}. 

Произведя разбиение отрезка [а, В] произвольным 

образом точками ¢, , k= 1, n;5=maxA t.,  BbIYHCIIMM 
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значения ху, = х(1,) Ур =У (1), 25 =2(1,) Тогда х,— 

Ха: = Ахь; Ук - Ук, = АУь; 2 ZR = AZ, - 
Построим интегральные суммы функции / по х, 

уи 2 вдоль Ё: 
u 

n 

о, = У ‚Пр, г) Дух; y 7 Пу $.) Ух 

п 

0, =~ fF (&, Пу > $.) Az, 9 

где (&, ‚ту, $.) — произвольно выбранная точка, ле- 
жащая на дуге М,_, ‚ Му ‚Ми ^ te, ‚Му - к, К= 

=1.;n (рис. 5.21). 

Если существуют пределы Шт 0,, Нт 0, , lim.o,, 
5—0 5—0 5—0 

не зависящие ни от способа разбиения кривой, ни от 
выбора точек, то их называют криволинейными интег- 
ралами по координатам и обозначают соответственно 

глах, .ffMdy, sfMaz. 
L L L 

Ecnu Ha L 3anaHpi byHKumu P(x, y,z),Q(x, y, Z), 
К (х, у, 2) ‚ интегрируемые вдоль Г, ‚, то выражение 

ГР(х, у, 2) ах+ ГО (х, у, 2)4у+ [В (х, у, 2)а2 
L L L 
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называют составным интегралом или криволинейным 
интегралом общего вида и обозначают так: 

ГР(х, у,2)ах + О(х y, z)dy+R(x, y,z) dz. 
L 

Связь между криволинейными интегралами по ду- 
ге и по координатам. Направление от точки А к точке 
В на кусочно-гладкой кривой [, задается направлением 
касательных в каждой точке кривой, где касательная 
существует. В точках кривой /,‚ в которых существуют 
лишь односторонние касательные, рассматриваются 

для определенности правые полукасательные (plc. 
5.22). Единичный вектор Л положительной полукаса- 

тельной в точке М кривой Г, зададим с помощью на- 
правляющих косинусов (рис. 5.23): 

d= cos a (M) 4 + cosB (M) é, + cosy (M) é, ; 

cosB (M) = 70. соза (М) = a(t)’ 
oO 

cosy (M) = = > p(t) =x" (t) ty" +2’. 

Теорема. Если Г — кусочно-гладкая кривая и 

Е: (ху, 2) |х = х(), у=у(1), 2ЕЗ(Ю, 
1Е [а, В] } , TO 
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ГР, у, 2) ах =[Р(х,у, 2)созаа5 ; 
L L 

fQ@,y,z)ad= J O(%.y, z)cosbas ; 
L 

fR@&,y,z)dz = fR(x,y,z)cosyds 
L L 

в предположении, что интегралы в правых частях ра- 

венств существуют. 

Учитывая возможность сведения криволинейного 

интеграла по дуге к определенному интегралу для ку- 

сочно-гладкой кривой Г , имеем 

[РЕ , у, 2)4ах+Об, у, 2 ау+КС, у, 2)42 = 
L 

В 
= РС (©), У), z(t))x' (t) +O(x(t), (2), 

z(t)) y(t) +R(x(t),¥(4),2(1))z (0) at. 

5.4. УСЛОВИЕ ЭЙЛЕРА 

Формула Грина. Рассмотрим плоское множество 
ECR?: 

E={@ y)la<x<b, o(x) <y<¥@} , 
причем функции у=ф(х), у= у (х) предполагаем не- 
прерывными во всех точках хЕ [а, В], за исключени- 
ем, может быть, конечного числа точек разрыва перво- 
го рода. 
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Рис. 5.24 

Множество Е называется элементарным вдоль оси 
Ох, если Е выпукло вдоль Оу и проектируется на от- 
резок [а,Ь] оси Ох (рис. 5.24). 

Если Е’элементарно вдоль Оу, то граница его ОЁ 
состоит из конечного числа дуг, определяемых функци- 
ями ф(х) и У(х) , и конечного числа вертикальных от- 
резков (рис. 5.25). Пример множества, элементарного 
вдоль оси Ох , приведен на рис. 5.26. 

Множество Е называется составным, если сущест- 

вует разбиение его на конечное число множеств, эле- 
ментарных вдоль Ох или Оу [рис. 5.27). 
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Теорема Грина. Если функции Р(х, у) и 
О (х, у) непрерывно дифференцируемы на составном 
множестве Ё вплоть до границы этого множества, то 

i PO ydx+O(x, yay = (99 
ОЕ Е 

OP (x, y) 
- ду ) Ахау , 

где направление на границе ОЕ множества Е выбирает- 
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ся всегда так, чтобы при обходе в указанном направле- 
нии область Е оставалась слева (рис. 5.28). 

Напомним, что функция непрерывно дифферен- 
цируема вплоть до границы ‚, если она непрерывно диф- 
ференцируема на некотором множестве М ‚ подмноже- 
ством которого является Ё' (рис. 5.29). 

Выражение площади плоской области через криво- 

линейные интегралы. Подберем функции Р(х, у) и 
О(х, у) н‚аЕ таким образом, чтобы выражение 

дО0(х, у) _ дР(х, у) =1 V (хуЕР, тогда на осно- 
Ox ду 
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вании формулы Грина 

тезЁ = | Р(х, у) дх +О (х, у)ау. 
ОЕ 

В частности, при Р=-у, О = х имеем 

тезЁ = > J xdy — уах. 
OF 

Независимость криволинейного интеграла от фор- 
мы кривой. Предположим, что кривая Г с началом в 
точке А иконцом в точке В принадлежит ЕЁ, где Е — 
односвязная область, и рассмотрим составной интеграл 

IT = /Р(х, у)ах +О(х у)ауУ (рис. 5.30) для функ- 
L 

ций Р(х, у), О(х, у), непрерывных на Ё и непрерывно 
дифференцируемых на Ё` вплоть до границы. Если при 
любых АиВ ‚ принадлежащих Е’, величина / полнос- 
тью определяется заданием начала А и концом В, TO 
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говорят, что интеграл не зависит от кривой интегриро- 
вания (рис. 5.31). 

Примеры односвязных и многосвязных областей 
приведены соответственно на рис. 5.32, 5.33. 

Критерий независимости криволинейного интегра- 
ла по координатам. Интеграл Г =] Р(х, у)ах +О(х , 

АВ 
у) 4У не зависит от кривой Г. СЕ, соединяющей точки А 
и В односвязной области Е, еслидля непрерывно диф- 
ференцируемых в Е функций Р(х, у) и Q(x, y) выпол- 
няется условие Эйлера 

oO (x,y) _ ОР(х, у) мы ЕЕ. Ox oy У (Х, ЕЕ 

Заметим, что односвязность области Е является су- 
щественным условием теоремы. Например, У (х,у) Е Е 
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(рис. 5.34) выполняется условие oy = oy Одна- 

ко если 

J Pdx + Qdy =f Pdx + Qdy, 
L L 1 2 

то не обязательно 

Г Рах + Оау = [| Рах+ Оду. 

L, L, 

Задача 1. Найти площадь фигуры, ограниченной 
астроидой х = ас0$*{, у=азт? Е, 0<Е<2т (рис.5.35). 

Решение. 

2п 2 
. 37a 

mesE =+ J xdy — ydx =2 a? f sin? tcos? rat = 2. 2, 27 3 8 
Задача 2. Вычислить интеграл 1 =] (х+у) ах + 

АВ 
+ (ху) 4, еслиА (-1/—1), В(1,/1): а) вдоль прямой 
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у=х; 6) вдоль ломаной АСВ, где С(1, —1); в) вдоль 
расположенной в полуплоскости у<х (рис.5.36) ду- 
ги окружности х? + у? =2. 

Решение. а) / =[ (х+у)ах+ (х- у) ау= 
АВ 

1 

= f 2xdx= 0; 
“1 1 1 

6) 1 = f(x—ldxt+ f (1 -у)ау=0; 
-1 -1 

в) уравнение рассматриваемой полуокружности 
запишем в параметрическом виде: х=\/2 созф; у= 

; 5 T 1/4 
=/2siny , - 4 т<ф <. Тогда / =" (соз2ф — 

—5/4п 

— sin2y)dy= 0. 
Интеграл от точки А до точки В в случаях интег- 

рирования вдоль прямой, ломаной, окружности равен 
одному и тому же числу. Это не случайно, так как 

подынтегральные функции РЕХ+У, О=х-у удов- 

летворяют условию независимости OF = 1; 08 =] 
P у ду ’ дх | 

( re xdy — ydx 
Задача 3. Вычислить интеграл / = 5: 

(0,4) (*-y) 

а) вдоль прямой, соединяющей точки А (0, —1)и В(1,0); 
6) вдоль ломаной АСВ ‚ где С(1,-—1); в) вдоль дуги 
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окружности х? +у? = 1, расположенной в полуплос- 
кости у > x— 1 (рис. 5.37). 

1 
Решение. а) Г = [ах= 1; 

0 

dx.) dy 41,1 
6) I= f oo th 

о (х+1)? -1 (1-У 

в) дугу окружности запишем в параметрической 
форме: 

x=cosy; y=siny, 0<ys т; 

3/27 

Г= | ap 
6 (cosp—sing) — 
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Для подынтегральных функций данной задачи Р = 

—^ О= —^ условие независимости 
(x — yy’ (x — yy’ 

выполнено во всех точках плоскости Оху, за исклю- 
чением точек прямой у =х ‚в которых функции Р(х, у) 
и О(х, у) не существуют: 

ОР x+y 00 xty 
= 3 > = 7 ON . 

oy (x—yyY 0х (x — y) 
Следовательно, равенство интегралов вдоль пря- 

мой и ломаной обусловлено. 

(3,0) 
Задача 4. Вычислить / = f (x*+4xy?)dx + 

(-2,—1) 
+ (6х2 у? — 59°) ау. 

Решение. Подынтегральные функции Р = х* + 
+ 4xy? uO = 6х2 у? — 5у* на плоскости В? удовлетво- 

2 яют условию независимости —— = 12ху; = = р У ду 7 Oy 

= 12ху?, поэтому интеграл не зависит от кривой ин- 
тегрирования. Возьмем в качестве кривой ломаную АСВ, 
где С(—-2, 0) ‚ звенья которой параллельны осям коор- 
динат (рис. 5.38): ; 

T= f (24y? —5S5y*)dy+ [| x4 dx = 62, 
-1 -2 
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Вычисление криволинейного интеграла в случае 
многосвязной области. Пусть функции Р(х, у) и О(х, у) 
непрерывно дифференцируемы и удовлетворяют усло- 

of 00 й 0б 5.39 вию = = —- в огосвязной области (рис. 5.39). ду Ox MHOFOcBA3 сти (рис ) 

Для кривой L, ‚ соединяющей точки А иВ, принадле- 

жащие С , рассмотрим интеграл 

Т = | Рах + Оу. 

Ly 
Пусть 2, — кривая, соединяющая точки А и В, 

получена из С, непрерывной деформацией, в ходе ко- 
торой не затрагиваются точки, не принадлежащие С . 
Тогда эту деформацию можно рассматривать в некото- 
рой односвязной подобласти области С и по теореме 

независимости ГРах + Оду = Г, причем | Pdx+Qdyt 
L, ALB 

+ f Рах+Оау = 0. Если рассматривать кривую Г,, 
ВГ.А 

расположенную таким образом, что подобласть облас- 

170



ти С сграницей 2, ОГ, не является односвязной (как, 
например, на рис. 5 40), то в этом случае интеграл по 
Г, , не обязательно равен интегралу по С, 

В случае, показанном на рис. 5.41, интеграл пор, 
равен интегралу по, .так как интеграл по границе 
ОДНОСВЯЗНОЙ подобласти, ограниченной Г, /Ё,, равен 
нулю. 

5.5. РАБОТА ПЕРЕМЕННОЙ СИЛЫ 
> 

Работа постоянной силы Р по перемещению мате- 

риальной точки М в точку N равна произведению А = 

= FScos(F., OS), если S= MN ‚ а (F. “S) — угол меж- 

ду направлением силы и направлением — перемещения 

точки. Таким образом, А = Е.ММ (рис. 5.42). 

При непрерывном изменении силы Р=Р(х,у,2) 
и непрямолинейном пути перемещения для вычисления 
работы прибегают сначала к ее приближенному опреде- 
лению. Пусть под действием силы 

Е=Р(х, у, 2) 6, ЧО (х,у, 2), +В (х,у,2) 6, , 

где , ‚Ё, , é, — орты координатных осей. Материаль- 

ная точка ‘перемещается вдоль линии [: 

Е={ (у, х =х (О, У=УЮ, 2 =2 (8), 
< В} 
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от точки А до точки В . Разливая произвольным обра- 
зом дугу АВ (рис. 5.43) на п частей и считая на каж- 
дой частичной дуге силу постоянной, определяем рабо- 
ту А приближенно суммой 

п > > 

Ax EFM), 7(M))AS;, 

где М, — произвольная точка, принадлежащая Ёй ду- 

ге; т (М,‚)-единичный вектор касательной к Г, в точ- 
Ke M,; AS; — длина частичной дуги, 

Переходя к пределу, устремляя диаметр разбие- 
ния к нулю, получаем 

А = Г (РО, 1) 45. 
АВ 

+ 
Обратим внимание на тот факт, что если (F ve ) = 

= 1/2 УМЕГ ‚то А=О,т.е. сила, перпендикуляр- 
ная к направлению перемещения, работы не производит. 

Если действующую на точку силу ЕЁ разложить на 
две составляющие: по касательной к направлению пе- 
ремещения и направлению, перпендикулярному к не- 
му (рис. 5.44) ‚ то работу совершает лишь касательная 

> > 
coctapimomaa F = Fcos(F4*T ) . 

Тогда 
IN 4 

A= f Foos(F , tT) dS = ГЕ. (М) 45. 

АВ АВ 
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Учитывая, что 

Е (М) =РМ Е, +0Ме, +Е(МЬ, 

т (М) = соза(М) е, + созВ (Ме, + соз7 (М) г. . 
где а, В, у — углы, образованные вектором касатель- 

>. 

ной т (М) с осями координат, имеем 

А = /[ (Рсоза + О созВ + К со$7) а5. 
АВ 

Используя теорему о связи криволинейных интегралов 
по дуге и координатам, запишем работу переменной 
силы в виде интеграла 

А = § Pdx + Qdy + Raz. 
AB 

Задача. Найти работу вектора Р = уе, + хе, + 

+ ce, (с — постоянная) вдоль замкнутого контура С, 

где L: {(x, у, 2)1 (х- 2)? +у? =1,2 = 0} ис.5.45). 
Решение. Применяя формулу Г рина и учитывая, 

что площадь круга равна пК? (в нашем случае К=1), 

имеем 

A = § (-ydx + xdy'+ cdz)= | (-уах + хау) = 

L l 

= ff2dxdy = 2r. 
D 
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20% 
Издательство '’Вышэйшая школа” 

Книга содержит основные положе- 

ния математического анализа функций 

двух переменных в их геометрической 

интерпретации, а также типовые при- 

меры. Приведенный материал помо- 

жет читателю образно представить 

смысл таких понятий, как непрерыв- 

ность в точке, дифференцируемость 

функций двух переменных, полнее 

изучить двойной и криволинейный 

интегралы. 

Предназначена для учащихся тех- 

никумов и студентов вузов, изучаю- 

щих математический анализ, а также 

для всех, интересующихся математи- 

кой. 
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